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Y orwort. 


An die beiden Bande der Sammlung Schubert, welche 
von den gewohnlichen Differentialgleichungen handeln 
(Bd. XIII von Schlesinger, Bd. L vom Verfasser), schlieJBt 
sich der vorliegende Band an, welcher zur Einfiihrung in 
verscMedene Zweige der Theorie der partiellen Differential- 
gleiclmngen dienen soil. Er will mehr bieten als die Dehr- 
biicher der Differential- und Integralrechnung, aber nieht 
so viel wie die anf einzelne Teile der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen beziiglichen Spezialwerke, soweit 
solche vorhanden sind. Um auf maBigem Raume ver- 
schiedene Dntersuchungsrichtungen darstellen zu konnen, 
habe ich mich auf partielle Differentialgleichungen erster 
und zweiter Ordnung mit zwei unabhangigen Verander- 
lichen (abgesehen vom ersten Abschnitt) beschrankt. Wegen 
der Bedeutung, welche in der neuesten Zeit die Theorie 
der Integralgleichungen fur einzelne Zweige der Theorie 
der Differentialgleichungen gewonnen hat, ist ein Abschnitt 
fiber die Eredholm sche Integral gleickung eingefiigt worden, 
woran sich Anwendungen auf gewohnliche und partielle 
Differentialgleichungen ansclilieBen. 

Aus dem Inhaltsverzeichnis ersieht man, wie die Aus- 
wahl aus dem reichen Stoff ohne Rucksicht auf Voll- 
standigkeit getroffen wurde. Im Hinblick auf die in der 
Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften ent- 
haltenen Literaturangaben wurde nur hier und da auf 
benutzte neuere Quellen so wie auf Untersuchungen hin- 
gewiesen, welche sich an die behandelten Gegenstande 
ansclilieBen. 

AuBer der Differential- und Integralrechnung werden 
die Elementc der Eunktionentheorie und der Determinanten- 
theorie sowie einige (etwa aus Bd. L zu entnehmende) 
Kenntnisse aus der Theorie der gewohnlichen Differential- 
gleichungen vorausgesetzt. 


Darmstadt, im Dezember 1909. 
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I. Abschnitt. 


Lineare partielle Differentialgleiclnmgen 
erster Ordnung mit n unabliangigen Ver- 
anderliclien. 


§ 1 . Beweis der Existenz der Integrate einer partiellen 
Differentialgleiclnmg erster Ordnung. 

Eine Gleichung von der Form 

(A) F(x l , . . . , X n , Z , Pi } • • • j Pn) — 0 ? 

worm s als Eunktion der n unabkangigen Veranderlieken 
, . . . , x. tl aufgefaBt wird und die Bezeicknung 

dz cz 

Vi = T Xl ’ • ' • ’ Pn = J^ n 

bermtzt ist, wird eine partielle Differentialgleickung 
erster Ordnung genannt. Unter einem Integral oder 
einer Losiing der Differentialgleickung (A) verstebt man 
eine Eunktion z von x 1 , . . . , x n , welcke der Differential- 
gleicliung identisck (d. k. fur beliebige Werte von x x , . . . , x n ) 
genngt. 

Bis auf weiteres *) lassen wir nickt nur reelle, sondern 
aucli komplexe Werte der Veranderlieken x x1 x n , z 
zu xxnd setzen sowokl die gegebenen als auck die gesuckten 
Funktionen als analytisck yoraus. 


*) In den Abschnitt en I— III. — Literaturangaben zu den 
drei ersten Abschnitt en finden sich in der Enzyklopadie der mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. IIA, 5 (E. y. Weber). 

Horn, Partible Differentialgleicliungen. 1 


2 I.Abschnitt. Lineare Differential gleichungen crater Ordmmg. 

Wir versteken nnter 

■F ipOi j • • • i ) % j Pi ? * * * ? Pn) 
e.ine analytiscke Funktion der 2w + 1 Arguments 

*^1 j • * • f *^'n i % i Pi J • * • j Pn j 
welcke sick in der Umgebung der Stelle 

#! = #!, . . ^ = ^5 2 = S°j Pi^P'll •*> Vn * i'll 

regular verkalt, an dieser Stelle versch WinJet und cine 
von Null versckiedene Ableitung 

SF 

s Pi 

besitzt. Dann laflt sick die Differentialgleiokung (A) auf 
die Form 

(1) , Pl = f&l, ...,X n ,S, Pt, p n ) 

brin gen, wo f eine analytiscke Funktion der beigefkgten 
2n Argumente ist, welcke sick in der TJrngebung der 
Stelle 






1 'Pn • ~ Pn 


regular verkalt und an dieser Stelle den Wert 
annimmt. Es sei eine analytiscke Funktion q)(x» , . . . , x n ) 
der n~ 1 Yeranderlicken # 2 , .... x n gegeben, welcke in 
der Umgebung der Stelle x 2 = ^ regular 

1st, und zwar sei f iir a? 2 = #!j “ . . . , — a?J) 






! pS» 




p!! 


Wir sucken die Differentialgleiokung (1) durck eine ana- 
lytiscke Funktion z der n unabhangigen Ver&nderlichen 
x u * * • ? x n z u befriedigen, welcke sick in der Umgebung 
der Stelle x t = x \ , . . . , = a?® regular verkalt und sick 

fur x t = x\ auf die gegebene Funktion .... x n ) re- 

duziert. 


§ 1. Beweis der Existenz der Integrate. 


3 


Wir nehrnen, was keine Beschrankung der Allgemein- 
heit darstellt, x x = 0 , . . x„ = 0 an nnd fiihren die 
Gleichung (1) durch die Substitution 

« = »' + <pi x 2 , x n ) + Ax x , 


-4 = /‘\0, ..., 0, Mo, 

iiber in die Gleichung 


8cp 


d% 9 


— 1 ) 
.dx n U) 


*) 


8z r „( . 8w 

j^-=f[x u ...' i x n ,Axi+<p+z, 


dz' 


f 0, .... o, Mo, 


dx 2 dx 2 

dtp 


[dx 9 


dcp dz'\ 
‘ ’ ~dx n dx n ) 

.dx n . o/ J 


deren rechte Seite an der Stelle 


*1=0 , 


% = 0 , 2'=0, 



fl*' 


verschwindet und in der Umgebung dieser Stelle regular 
ist; es handelt sich um eine Losung z' dieser Gleichung, 
welche sicb in der Umgebung der Stelle x x = 0 , . . . , x n = 0 
regular verhalt und fur x x = 0 (identisch in x % , . ... x n ) 
verschwindet. Indem wir statt wieder z schreiben, 
haben wir eine Differentialgleichung von der Form 

(2) p 1 — fipOy , • • • > X n } & i P2 ? ‘ * J ) 

wo f in eine Potenzreihe der beigefiigten 2 n Argumente 
entwickelbar ist, welche fiir 

x x = 0 , . . . , a? n = 0 , » = 0 , ^ 2 = 0 , . . . , p H = 0 

verschwindet; wir suchen eine der Differentialgleichung (2) 
genugende Funktion z von x n . . . , x n , welche in der 
Umgebung der Stelle x x « 0 , . . . , x n = 0 regular ist nhd 
fur x x = 0 (identisch in a? 2 , . . . , a? n ) verschwindet. 

Fiir diese Funktion ist**) 


Qoio+ . . 

'• +O£ "0 ^ 


. . /< 


*) TJnter [y*] 0 i s t der Wert vers landen, welchen die Funktion >p 
von x n fiir # 2 = 0 , . . sc w = 0 annimmt, 

**) Der Wert, welchen eine Funktion y> von x x sr w fiir 
x x = 0, . . #,, = 0 annimmt, wird mit (vOu bezeichnel;. 

1 * 



4 F, Abschniti. Linear^ n i»r*i**r < ’nimin*; 

wo a % , * . a n irgendwelolia poaitlv© gmii*' 7*iihUnt viu 

schliefllich Null Bind. Auh dor Uloirlmng V*\ Mm 

(:*) 

\rjr, /» 

Indcm man die (Heichung (2) \j-tnul part id) umh x, , 
A„-mal partiell nuch ar„ difforentHert mui Hotlami x, - 
- ®„ ~~ 0 setzt, erhiilt man 

/ ,'yl (>,*.< . 

V x,< . . . < 

Indem man die par tii'll nuchx, « ii f f«*r«*nt *» Ulddning f'2i 
cbenao behandelt win die Gleidtung ( !) Hilbst, ergiht »j« It 

/ ;,a* • v 

' < .r'| < x‘‘ . . . < ' 

i'&hrt man so fort, ho erhiilt man nutiitlidie Differentia! 

quotienten 

( i*'**'* -*•-« \ 

\dx?* < x*» . . . < x*« /» 

* 4 ** 

(A,, A a , . . V, — < * . f . - . > 

aus den Koeffizionten der ridetizii ilie 


/’(•'• , /<„i 


durch die Operntionen der Addition and MidtipUk niton 
Wir ndisHen nadtweiaen, dab die Udhe 



\ I {}** * 1 ** £ | 

. , ! \ f /j» . , . t orp /«** 1 


welcho wir mit .S bezdehnen, kwivitrjjent i*t, Mtlangn die 

absoluten Botr&ge von sr t x„ hitirddirml Jddn mini 

Da die Koeffizlenton tier i’otonardbe H dntliuitijt 
bestimmt sind, ho knun nidi! imdir «l* dn fftgttlirtw 
Integral * von (2) vorhanden twin, wddiwt far x, - »» 
verschwindet. 


# Kxi«i<'nzVmw«)is; ForUoUunn. fi 

S 2. ExiNti'iizhowHs; PortHetzung. 

Wir nchiuwi an, din I'nU'nxrniho ftir die Knnkfion 
A , , i, />„) Kt'i ftir 

>»*i! V - r » V, ,*■■!». !>■/ it, . • l>„ it 

konv«*rn»‘tit und dt*r absolute Bet rug von f in dottt an- 
I'e^ebenen Oebiet xvi luirhatetiN glebii M . Din Funktlon 

| i • * • » a n , * , py i ■ ■ • i / j .J 


(• 




lilt iiirli, miliinga 

r i ^ l 1 * * * * r ^*1 - l* » *i % i* > J ,# i ^ * * * ' * l*» ] *’ ^ 

int, in «dnn Pcdrnmdha von jr, f . . , * *f„ * 5 , p $ * , . . * /#„ 
Milwlrkolit, in wrlrhrr dun kornttunta (Him! vcntriiwlmfot, 
witmmd dio iihrii4**n Koeffi/i«*nt<*n jmmiiv uml nirht 
kloinor niud ala do* abolutm Hotiatfo dor mt HpriH'luMuii'lt 
Kovffi/irnti'ii * 11 d«*r HidoMonl ^ i« klun^ dor Funk turn 
/nr |t . . .r„ * ** * /v« . - . . /nd % Ido Fuuktioii */* kmiii 
d tn r!i dtn Funk! ion 

'/'D , , ■ . J\ , £ , p, p„ I 

(’»! , * V , .1/ 
| , x \ ' ■ • • * i *j | , ;*» > • • ■ 1 

**rw't *t werdett; d«tm »t**r Hrmii 


J | 




ill iH wF wrnii tlii* iilmolutrn liidritgo vim 4 J , , ,r , ,r 

klrifirr h!m |i uiitl dir utatolufwi ltotrA|t«* von /♦, , , m 

# i V#I, IliffarcottjftijfM* htut£t a* 

Intif 5** lOitwrl I J, H. t*. 


X Abschnitt. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 

1 1 7? sind, in eine Potenzreihe von x t , . • 

kleiner ak ent ^ ickeln) de ren Koeffizienten positiv und 

m>ht’ kleiner sind als die entspreekenden Koeffizienten 
der Potenzreikenentwicklung des Bruckes 


••• MB' 

Wir konnen weiterkin, indem wir 0 < a < 1 annekmen, 
- p 2 , • • p n ) durek die Funktion 


£i 

o . 


n* i 


( 6 ) 


5 * ’ - 7 


•n 9 * 1 


V(x lt 0 C n ,Z, p 2 , ■■ Pn) 

M 


M 


X-t , , , , ) 

— ■ +^ 2 + * • * J r x n J r z 
cc 


p g + - : : +p 


£ 




ersetzen, deren Koeffizienten positiv nnd nicht kleiner 
sind als die entspreekenden Koeffizienten von W. 

Fur ein Integral z der Gleichung 

( t ) Pi ” J * • • j X n 3 # j P2 > * * * > Vn ) j 


welches in der Umgebung von x t = 0 , . . . , x n = 0 regular 
1st und fiir = 0 verschwindet, erhalt man durch das 
in § 1 besehriebene Yerfahren eine Keihe S', deren Ko~ 
effizienten positiv und grower sind als die absoluten Be- 
trage der entsprechenden Koeffizienten der aus der Glei- 
chung (2) erhaltenen Reihe S. 

Wir zeigen zunachst, dab die Differentialgleichung (7) 
durch eine (fur x x = 0 nicht verschwindende) in der ITm- 
gebung von a? x =0 , . . x n =0 konvergente Potenzreihe S" 
mit lanter positiven Koeffizienten befriedigt wird. 

LaSt sicb die Gleichung (7) durch eine Potenzreihe z vo n 

u ~ x 1 ~\~ oc (% 2 • • • + ® n ) 

befriedigen, so muB 

__ dz Bz dz 

Sx t du dx 2 ~ X d^’ d^ l ==x J^ 


§ 2. Existenzbeweis; Fortsetzung. 


sein, also 

dz 

du 


Oder 


M 


M 


+ « 


(n — 1) oc dz 


R 


du 


( 8 ) 


(n — 1) M dz {n—l)cc ( dz 
R J du 
M 


1 


u 

— + * 
oc 


R 

M, 


du 


'wo die rechte Seite in eine Potenzreihe von u und z mit 
lanter positiven Koeffizienten entwickelt werden kann; 
oc werde so klein gewahlt, daB 

. (n-~l)Mcc 


R 

positiv ausfallt; nimmt man an, daB fur u = 0 

dz 
du 


- 0 , 


0 


soi, so kann man. der letzten Gleichung durck Auflosung 

nach 4^- die Form geben: 
du 

(9) ' 

wo <p eine fur % = 0 , z = 0 verschwindende Potenzreihe 
daxsiellt. DaB die Koeffizienten dieser Potenzreihe positiv 
Bind, erkennt man, wenn man dieselben nach der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten berechnet. Die gewohn- 
liche Differentialgleichung (9) wird durch eine in der TTm- 
gebung von u = 0 xegulare Funktion z von u befriedigt, 
welche fiir u = 0 verschwindet*); setzt man in (9) u = 0, 


") Ygl. etwa „Gew5hnl. Dilferentialgl.“, S. 13 und 14. 
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I. Absohnitt. Liim hh’ hui^n •-*%!*- 


< 1 < 


Zs *q 9 ho wird ( * j <*; *«*»*« •»*»« »»*di « liifltnrfiinrji 

und a *...• 0 seUt , rriuilf muii fn» ( <if< # j 

Wert uaw. ; die f ra^tlic h«- ho^u^: *«»u ***i latf! .d « eon- 

Reihenen t w iekluug 

(10 ) * .m( iiu , { * 


mit I au ter positive*! Ivor ((immft -n m >^ut <114,01 »i^uj- 

-}- A (Xj| 4 . . . : * #« t***t !U»t*l rifir* l*«i|m#irl||r > 

mit lauter positive*! KmffUientm, wel* h«> *in f Mtfrirfiiu! 
gleiehung ( 7 ) genii*:*. Die tCigeiwIi.dt, fut /, ■ n m m 
schwinden, kommi tier bVihe a ' surh* w, 

Die Koeffizieliteli tin U< die A’ Mini gfoilrt .#b de 
entsprechenden Koeffizietif r*i ilrt Ibahe A , denn 4 te 1%** 
effizienten von a\h . . jr*-i %, : v, /* Mi A ' ^n 4 

positiv, wahrend tin 4 rut {•* e<Rm«lrn Kmdf^aipntm in a 
gleiclx Null sind* und dir ubu*:r!i iv wfblUefifrft Iritrn **arti 
auB den Koeffifcientett vuu 44 s . <**'* t«4 a ’ iiihI a 

gleioher Weise dnreti Addition mid Multlpliliilliiii *1*. 

Die positive* Koptflstenliw dor kit- * . ? i> 

Bind also grflBer nh die iihunlitlnt Hetruge tier Km 
der Beihe N ; folglieh i*t nueh die thdtir A koi«%er#eM. 
worm die absolute!* He* rage mn , ,r., U\nu I < *,4 

klein Kind*). 

Hiermit is* tier folgemle he** ir;.n'n 

In der part lelleii I*i f IV 1 m 1 1 .* 44*- tr} ut ng v S en 

Ordnung 

(A) /' (a j t » a „ , * * pj , , 4 

sei i 1 eine utuily lisehe Kunktnm tun x , 4 _ 

Pi? •••»?«» welehe it it der HtelJe 

**“*?» •••> •''« *- e, , r% ,, , 


J JTUPfSL *** rt * w, ‘ K"*“ 1 * f i - 

und § 21 fttr «tm ]>*rtii*H» t »*»*• : 

c e ^; ou 1 ao “^‘ l, - ai “ s ‘ 

Cours d Analyne, lid, II, ». aCUffd 
11 -fe 1 ®? 11 an.'Swn lu-.. ,.j|. j 

■ i -• 

jyLath - ’ B , tl - K«wbon. I »*<• 1 
suohungen «Um»ra C.*rh f > : 


§3. Die homogene lineare Differentialgleichung. 9 
in deren Umgebung sie sich regular verhalt, Ter- 

8 XT 

sch-windet, vahrend die Ableitung — — an dieser 

C 'p | 

Stelle Ton Null verscbieden ist. Es sei eine ana- 
lytische Funktion <p(x 2 , . x n ) gegeben, Trelehe in 
der Umgebung Ton x 2 = x\, . . cc n = x n „ regular ist; 
ail dieser Stelle sei . 


(p 


d(p 

dx> 


- 1 > () 

• 1 } 2 5 


C( P <) 
dx n 


Die Differentialgleichung (A) wird dnrch eine 
einzige analytische Funktion z = x n ) be- 

friedigt, welche sich in der Umgebung der Stelle 
ft == , • • •, = regular verhalt und fiir x 1 = x\ 

in die gegebene Funktion cp(x 2 , - . . , co n ) iibergeht. 

Wir besehaftigen nns zunachst mit linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, d. h. wir setzen 
die Funktion x n > z, p u . . p n ) als linear in 

bezng anf j> x , . . . , p }l voraus. 

Im zweiten Abscknitt kehren wir zn niebt linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick, 
wobei wir uns wie spater bei der Behandlung der parti- 
ellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Eegel 
auf zwei unabhangige Veranderliche beschranken. 


§ 3 . Die homogene lineare partielle DifFerentialgleichung 
erster Ordnung*). 

Die lineare partielle Differentialgleichung 

(1^) J * • ■ ? "b * * * “t ~ • • • 3 *^n) = 0 

babe als Koeffizienten analytische Funktionen 
ft 5 • von x n . x n , welche sich in der Um- 
gebung der Stelle = regular ver- 

halten. Ist ft(a??, .../a?®) von Null verschieden, so 


*) Die Satze dieses Par agraplien lassen sich auch aus der 
Tbeorie der Systeme gewSlmlicher Differentialgleichungen ableiten. 
Ygl. , ? Gew$hnl. Difterentialgl." § 7. 



\ 
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besitzt die Differentialgleichung (B) eine und nu 
eine Losung 

(H) = Xn) (k = 2,...,n) 

welche sich in der TJmgebung der Stelle x_, — xj’ , - • - 
x n = x° n regular verhalt und sich fur x t = ®? auf a: 
reduziert. 

Denn die Differentialgleichung (B) laBt sich auf di. 
Form bringen: 

s f y Skfa, ■ ■■, x n) df . 

6x i Zifa, •••> *«) < 3 % ’ 


da die Funktionen — in der Umgebung der Stelle 
ft 




Xn 


: # 


= ^1 , • 

regular sind ? so gilt der in § 2 ausgesprochene Sate. 

Eine beliebige Losung /*= f(x x , . . <r n ) der par- 
tiellen Differentialgleichung (B) ISBt sich als Eunk - 
tion von f 2 , . . f n darstellen. 

Denn durch die Gleichungen 

/a “/afo, a? n ) , 


fn f n (®i > ^2 ? • • • 7 # 7l ) 

• , a? n als Eunktionen von ^ , / 3 , 


• j fn de- 


werden x 2 , 
finiert, so dah 

f( x l, ® 2 , ■■■, x n ) = rp{x x , / 2 , 

w- von Xl ’ - i fn betrachtet werden kann. 

Wu haben nur zu zeigen, dafi die Funktion <p von ®, 
unabhangig ist. 1 

Es ist 


df dtp 

Sx x ~ dc^ 

d l = 

dx 2 

+ dc P d f* . 

+ df, e Xl + 

dtp df 2 . 

df, dx 2 + • • 

, 8 <P df n 
' ' ^ Wn SX, ’ 

4- 

dfn dx 2 ’ 

df___ 

dx n 

dy 8 f, 
dfi dx n + " 

, 8( P dfn 
dfn dx n ’ 


§ 3. Die homogene lineare Differentialgleiehtmg. 


11 


so dafi die Gleicbung 


df 6f „ 8f 

+ ••• +fn ' 


' 8x n 


m 




ofi 

8x. 


0 


ubergeht. Da die Klammerausdriieke verscbwinden, so ist 

dcp 


8x, 


0 


w. z. b. w. 

Der Ausdruek 

(12) f=V(f 3 , 

wo 9 ? eine willkurliche Funktion bezeiehnet, stellt 
eine Ldsung der Differentialgleichung (B) dar. 
Benn es ist 

df ^ 'shd^P dfk 

~dx x df k dx x ’ 


dx n B f h 8x n ’ 



gleicii Null, da die Klammerausdriieke auf der rechten 
Seite verschwinden. 

Der Ausdruek (12) mit der willkurlichen Funktion <p 
wird als die allgemeine Losung oder das allgemeine Integral 
der linearen partiellen Differentialgleichung (B) bezeiehnet. 

Ist <p (% 2 , eine an der Stelle x 2 = x \ , . . . , 

x n = xl regulare Funktion von x 2 , . . . , x n , so ist 

f=<p(f 2 , /„) 
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eine Funktion von x t , x n , welche sick an dor Stelle 
j-j = x” , x n = xl regular verhalt, aieh fiir .r, = .r',' auf 
rfix* , x n ) reduziert und der partiellen Differential- 
gleichung (B) geniigt. 

Denn fur x t = x\ ist f 2 = x 2 , . . . , f n 
x t = x\, . . 

Die n 


i fiir ./'j 


~° x n = xi ist also t 2 = 4 , .. 


1 Gleichungen 


(13) 


j h ( x i , *2, - 

U 

( /)i (% 3 7 * 

. . 7 x n ) =~ 


\ \ X * £. } 7 ' tbj // 

bestimmen # s , . . x n als Funktionen von x l , welche 
sich in der Umgebung von x t = x\ regular verhalten 
und fur x t = x? die Werte ^ au . 

nehmen. Diese Funktionen " 

(14) x 2 = <p 2 (x 1 ), Xn = <p n (x t ) 

genugen deni System gewohnlicher Differential- 
gleicliiingen 

(15) — _ dx n 

WeisfntcW 516 Gleichu fP n (13) in der angegebener. 

eise nach x. 2 , . x n auflosen Iassen, folgt daraus dali 
die Funktionaldeterminante raus ’ aatJ 

•••,/„) 

•••, *») 

1^ ~ » - • •} x n — x\ von Null verscliieden ist- Wnn» 

■**• GtaotaMw, (13) differentiiert, indem m° n » ” 

etuS £ ‘ U>Mn T ° n * -a die . ?’,"<»£ 


c /~2 , dXz 

dx i dx 2 dx x 


-J- dXn 
dx n dx y 


0 , 


6 tn , S f n dx 2 


dureh welche 


dx i + dx 2 dx t 


+ • • • + 


dx 2 

dxy ’ 


% da? M 

... jag* l » 

da?j ’ 

dx n 
dx \ 


§ 3. Die homogene lineare Diflferentiaigleicliung. 


als Funktionen Ton x 19 . . x n eindeutig bestimmt sin 
Ans den % — 1 Gleickungen 


t ?A + 1 M_i_ 


• • + £n 


dft 


Sl 8x t 


I t df n . 


erhalt man fur 



* • • + S* 


8f» 

8x n 



k 

Si 


dieselben Werte wie vorhin fur 


Aljso ist 


dx 2 dx n 

dx t ’ ' ' dx y ' 


do% _ f 2 dx n = 4 

dXy fj ’ ' ’ 

w. z. b. w. t 

Eine Funktion /■(%, . . x n ) der Veranderlichi 
*!, a?#, welche einen konstanten (von x t una 

hangi gen) Wert annimmt, vrenn man fura? 2 ,..., 
eine beliebige Losung x 2 = cp 2 {x 2 ) , x n = ^(jBj) d 
Systems (15) einsetzt, stellt eine Losung der lin 
aren paxtiellen Differentialgleichung (B) dar. 
Der Voraussetzung gemaB ist namlich, wenn m 

x. 2 = Cp 2 {Xi), setzt, 

d f( x i, Xj, •••,<> = df . df dx 2 , df dx 

dx t dx l dx 2 dx x ' ' ' dx„ dx 

= . a ± + hAL + ... + kAL^a. 

dx x ^ Si ^ Si 


Diese Gleichung ist erfiillt, wenn man x x beliebig anninm 
aber x 2 , . . - , x n aus irgendeiner Losung des Systems (1 


berecbnet. Ist x x = 


= 0??, x 2 =x\, 


x n = xl eine beliebi 


Stelle, an welcher sich die Punktionen , . . . , $ n regul 
Terbalten und nieht yerscbwindet, so sind Funktion 
x % , . . . ? x n Ton x t Torkanden, welcbe dem System (15) { 

vr^niiAl rvT.V i if4lsl 
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nefcmen. Die letzte Gleichung, welehe fiir die beliebigen 

Werte a, = 4 , *2 = ,-••,% = < erfiillt ist ’ ist als0 

identisch erfiillt. 


£ 4. Die nicht liomogene lineare partielle Differential- 
gleiekung erster Ordnung. 

Wir wenden uns zu der Differentialgleicbung 


(C) 


£ £g , | t d * —£ 


wo £ 1? . . £ n , C Funktionen von x t , . . 0 ftind, 
welehe sick in der Umgebung der Stelle w i = , • . ■ , 

^ = ^,2 = 2 ° regular verhalten; f x sei an dieser Stelle. 
von Null verschieden. 

Wir nelimen die liomogene lineare partielle Dif- 
fer entialgleichung 


( 16 ) 


• if 
dw 1 


+ £n 


df 

n h C * 

dx n 


df 


rait der abhangigen Yeranderlieken /' und den un- 
abhangigen YeTanderlichen x l9 . x n , z zu Hilfe. 
Die Differentialgleicbung (16) besitzt nach § B die Lb- 
sungen f 2 , . . f n , f n+1 , welehe in der Umgebung der 
Stelle x l = x \ , . . x n = xl , z = z° regular sind und fur 
Xi = x\ die Werte f 2 -* x 2 , . . . , f n = x n , f n+1 = at annehmen. 
Die allgemeinste Losung der Gleichung (16) ist von der 
Form 


V’ 0*2 ? * * • 1 fni /n+l) j 


wo y eine wUlkurlicbe Funktion der beigefiigten n Argu- 
mente darstellt. 

Die Gleichung 

Wifi ? • * * j fn j /n-j-l) ~ D 

definiert, wenn ihre linke Seite nicht von 0 un- 
abhangig ist, eine Funktion 

(18) 

vou;® 1 , ...,x n , welehe der Differentialgleicbung (Cj 


§ 4. Die nicht homogene lineare Differentialgleichung. 15 


Die Gleichung (17), welche, nachdem man z durch 
<iie Funktion ersetzt hat, identiscli in x 1} . x n er- 
fxillt ist, moge naeh diesen n Veranderlichen differentiiert 
werden. Man erhalt so die n Gleichungen 


»+i ~ 
'STT dyi 


df k df k Sz\ 


n + .1 


3z 


S 3 h V5a? ( 


+ 


dz dx. 


0 . 


Wenn man dieselben mit f multipliziert nnd ad- 
diert nnd dabei beachtet, dafi 


&*£+ + ? 1A = A4 

1 dx t + + *• dx n Q dz 


(* = 2 , n + 1) 


ist, so erhalt man die Gleichnng 


n+1 


i dfk dz V 1 dx t 


dz 




dz 

dx n 


Oder 


oz 


0 w ( u dz 

... + fn ___ 4 


0 


Da die Funktion ?/; nicht von £ unabhangig sein, ihr 
partieller Differential quotient nacli z also nicht verschwinden 
soil, so ist 

d z d z 

^ + ••• + ^-£==0, 


d% l 


geniigt der partiellen Differential- 


d. h. z = <P(x 1 , . . . , 
glei chung (C). 

Ist eine Funktion z von x x , . . . , x n vorhanden, welche 
den n + 1 Gleichungen 

f .1 = 0 , . . - , f n = 0 , f = 0 

geniigt, so ist auch die Differentialgleichung (C) erfhllt. 
Eine derartige Losung der Differentialgleichung (C) wire! 
als singulare Losung bezeichnet. Eine Losung von (C), 
fiir welche f t ~ 0 , . . ., f n = 0 ist, erfiillt auch die Glei- 
chung C = 0 , ist also singular. Ist z = P(x 1 , . . . , %) 


$ 

I 


1 
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* • 

eine nieht singulare Losung von (C) , so sind Wort- 
systeme col, vorlianden, welche der Gleichung 

3 ° = <P(x \ , . . . , # ; 0 ,) gentigen und fur welcli e eine der 
Funktionen £ 1} ...,4, z. B. yon Ml verschioden 
ist. In der Umgebung yon x } = , . . . , x n = .rj) , £ ■ - c (l 

sollen fi, • . (m £ regular sein*). 

Jede niekt singulare Losung z~<P(x l7 . 
der Differentialgleiehung (C) genugt einer Glei- 
cliung yon der Form (17) 

ty(f'2 } \ In, fn+l ) “ 0 * 

Benn fukrt man yermittels der Gleiclmngen 

/s (®: i ? * * • ? % j %) ~ 1 % i 


fn [%i ? • • • ? %n , Z) — / n j 
/ » + l (*^i j • • •} ^n? = /n +1 

an Stelle von ...,x n ,z die neuen Ver&ndorliehen 
f* i • - - i fn, fn+i ein, so geht die Gleichung 

m 

/i, •• •, fn 9 fn + 1) = 0 

uber. 

Die letzte Gleichung ist, wenn 0 = , . . . , ge- 

setzt wird, identiscb in a*, . . ® n erfullt. Dnrtsli Diffe- 
rentiation nach w 19 . x n ergeben sich die Gleiclmngen 

fyf 1 y ( d fh , j9/i \ ^ 

^1 ^/i* ds < 3 ^/ ’ 

dz \ n 


.£/* n 

" dz dxj 


*) Den Pall, da6 fiir alle der GleiVl-m™ * ,*/ 

genUgenden Wertsysteme x 7 ^ 7 >**’ '**"> 

fi, •••,?», f sich meht regular verhalt, sehliefien wir aus 
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Wenn man dieselben mit , | 2 , . . , multipliziert und 
addiert, ergibt sich, da f k der Gleichung (16) und z der 
Gleichung (C) genugt, die Gleichung* 


oder 




dtp 


n+1 

k=2 




= 0 


t jV 
fl 6 a*! 



Da fj nicht identisch verschwinden soil, ist 


d xp 
BVCy 


= 0 


J 


so dafi yj nur von f 2l . . . , / n , / n+i abhangt. 

Da die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung (16) und die Integration des Systems gewohnlicher 
Differentialgleicbungen 

, im dx t dx n dz 

( 9) 1, IT ~ T 

identiscbe Aufgaben sind, so ist durch die vorangebenden 
Satze die Integration der nicht homogenen linearen 
partiellen Differentialgleiclmng (C). auf die Inte- 
gration des Systems gewohnlicher Differential - 
gleichungen (19) znruckgefiihrt, welches die Integral- 
gleichungen 


/a 0*1 ) • • 1 ) ^« ) ^) — ^2 ? • • • ? f n+1 0*1 ? * • • j J ‘®) 1 

besitzt. 

Ist 99 (#2 j • • #w) eine beliebige in der Umgebung der 

Stelle x 2 == x\ , . . . , regulare Funktion von a? 2 , . . . , 

x ni welche die Bedingung 

<p{x\ , = 2 ° 

erfiillt*), so besitzt die Differentialgleiclmng (C) nach deni 
Fundamentalsatze in § 2 eine und nur eine Losung 


*) Wie oben soil an der Stelle — a*,, = 

von JSTull ^verschieden sein. 

Horn, Partielle Differentialgleichungen. 2 
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welche sich in der Umgebung dor Stelle x, , . , < „ 

regular verhalt und sich fiir x, x? auf <y -u, , , 

reduziert. Diese Dbsung erhiilt man dadureh. d.u man 
die Gleichung 

(20) /'„ , i r(/t /-> 

nacli z auflbat. 

Der riach z gonommeno part idle 1 difcieni t.*i« j u«it unit 
des Ausdrucks 

/»ii '/(/*• 

reduziert sicli Dir x, • x 1 ,' r„ .r” auf I , <!.i »n h *li*> 

Funktioneri f t , • . f „, , fiir .r, x" b*w. auf < . , 
x n , z reduzieren. Folglich wird die (iioichttng i ’"i dutch 
eine Funktion z- 0(.r, , .... x„) hefnedlgt, wrh-he h an 

der Stolle x, x 'l, regular verhalt und fur 

x 1 = Xi in 9>(x, r„) iihergeht. !>»U die Fiinkti.m 

z — 0(a?, , ;»•„) der Differentiatgleiehmig iti gemigt, i t 

oben gozeigt worden*). 


S 5. Systems li nearer jmrUeHer IMfferettUnl- 
gleiehungen. 

Wir botraehten ein System von p linenren pat lied* n 
Differentialgloichungon mitderabhiingigen Veriimlorlieheti / 
tind den n unabhiingigen Veriinderlicheti x, , , <„ • 


(21) 


Ml 




elf 

d.r. 

[f 

or. 


£p 1 


K 

(lW t 


1 £ * 

7' , 

i 

'/ 

1 MS , 

•'i 

* V i n 


-1- "f 3 a f 


8 ■ !• i,n 

*/ 

-I- *,* ‘ 


* ‘ ■ * £#»** 

</ 

' fl'i f fit t 8 ’ 

• * (* 

1* :2 


li 


(I 


, pi Hlltti 

|osou uue xnnKWonen von x, x„, welrhe sich an der 

Stelle x t =»a)J, . . . , x„ *- a* regulitr verhalten solien. 

Es iragt sich, ob die p (Heiehnngen (21) gt<meiu«am<- 

Lbsungen f besitzen. 


') Vgl. auoh § 12. 
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Wir setzen 

( 22 ) x i (f)==S il -^+i i2 -^- + ... + i in -^ n 

(i=l, 

so dai3 die Gleickungen (21) lauten: 

(23) X r (f) = 0, X 2 (/) = 0, . . Z p (f) = 0 . 

Wir setzen Toraus , daB diese p Gleickungen voneinander 
unabliangig sind, d. h. daB keine Eelation von der Form 

kXlif) + A, X a (/)+... + X v X v {f) = 0 , 

wo l x , a 2 , . . X v Punktionen von x t , . . x n darstellen, 
fiir alle Punktionen f bestekt. 

Sind 9 v x und <p 2 zwei Funktionen von x x , . . . , x n , 
so ist 

Xt{<Pi + <Pi) = x i{ c fi) 4 - x i(<Pi) , 

X i{<PiVz) = • 

Ersetzt man in Xj(<p) die Funktion cp durck X k if) , so er- 
kalt man 


xdxm +2 e >’ z ‘[ik) 1 

r= 1 v=l 

durck Yertausclmng der Indizes i und h ergibt sick 

i,(x,(0) - £*(&.) X + 2 (.. x .(£) ■ 

V—l V=1 

Ear ist aker 


8f 


V=1 




~ 

r = 1 ^4 — 1 

52 / 




8x,8x v 


(A, — l V=1 

derselbe Ausdruck ergibt sick fur 


8x u 8x v ’ 


2 * 
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Demnach ist 

(24) Z { (X t (/)) - X k (Xi(f)) - V (.v,GV.) 1 1 •• 


Geniigt die Funktion /’ den p partiellen 
gleichungen (23), so ist 


also auch 


Xi{f) 0, .V,(/’) o, 

-W*(/)) ~ .v,(0) ... (i , 

X*(X ■<(/)) - -V* ( 0 ) II ; 


mitkin ist auch die Gleichung 

XdA\(J)) X k (A\(f)) l» 


erfullt, welcho obcnfalls cine lineare partielki Differential 
gleichung erstcr Ordnung darstellt. 

Das System (23) wird ein vollatiindigea Hyniem 
gonannt, wenn jeder der Ausdrflcke 

MXk(f))~W<{f)) (»\ fe 1 «) 

eine lineare homogene Funktion der /> Ausdrdcl.e 
Xi(f) , . .., Z p (/) ist, wenn also «olehe Funktioneu 
Sit it •••> e»p V01) i «i, •••, av, vorhanden Hind, da(J die 
Gleichung 

Zi(Zi(/)) - Z*(A’ f (/)) e,ii.V,(/') •( ... ) 

fiir alle Funktioneu f erfillll ist; hierzu i«t erforderlieii, duU 

8f 

~8x^ ( v ““ ^ i • • •> w ) auf der linkeit Heite diener Gleichung 

denselben Koeffizienten beaitzt wie auf der rwhten Heite. 

Bilden die Gleichungen (23) kein voll*tandi«mHy*tem. 
so rftgen wir diejenigen unter den Gleichungen 

*<(**(/)) - X*(X<(/)) ... « 

*) Qebituohlioh ist die liezeiehnung 

Xi{X*(f)) - X k {X t {f\) *. (X t x t i 

(K1 ammer aimdru ck ) . 
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hinzu, welche voneinander und von den p nrspriingliclien 
Gleichungen unabhangig sind. Wir erhalten so ein System 
von p ' > p Gleichungen 


x iif) = 0 , x v .(f) = 0 , 


auf welches, wenn es nicht vollstandig ist, das heschriebene 
Verfahren wiederum angewandt wird. So erhalt man 
schlieBlich entweder q < n Gleichungen 

x i(f) = 0 , x t co-o, 

welche ein vollstandiges System bilden, oder n unabhangige 
Gleichungen 

= 0 , X n (f) = 0 , 


welche nur erfiillt sind, wenn 


Jf_ 


= 0, 



7 


also f konstant ist. 

Wir beschaftigen uns demgemaB mit einem System 
von q voneinander unabhangigen linearen Differential- 
gleichungen 

(25) X 1 (/) = 0, ..., X t {f) = 0, 

worin 

n ^ /* 

7 • * • ? ^n) (i = 1 , . . ♦ ? #) 


und, wenn unter i nnd it zwei beliebige der Zahlen 1 ,* . . . , q 
verstanden werden, 

? • • • 7 # n ) ^lif) + • - * + Qikq {% 1 ? • * * 7 *®n) 

ist. Dann bilden die Gleichungen (25) ein g-gliedriges 
vollstandiges System. 

Wir fiihren an Stelle von , . . . , x n vermittels der 
Gleichungen 

Vx “ 9^1 (^1 7 * • * 7 ®») 7 
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neue unabbangige Veranderliche y x , . y n e i n > die Sub- 
stitutionsgleichungen sollen nach x 1} ■ • ■ , auflosbar sein, 
so daB 

=¥1(2/11 • ••! y «) i 


®n = ¥n(2/l) •••! Vn) 


ist-. 


Dann ist 
j5/_ _ _df_ dy±_ , 

ex, dy 1 8x v ' ' ' dy n dx v ’ 


(r = 1 


also 


8f 


Zi if) — > • • •) ®n) 


_ _?f_ v* hi , 1 3 /' i*» 

- d 9t Z fi 'S,/- + dy n ^ dx v 

Sf , , y (11 \ 8f 


- x.(9,) 


3 2/1 


Wir bezeiehnen den Ausdruck Xi(y v ) nach Einfhhrung 
der Veranderlichen y t , . y n mit rj iv (y 1 , # n ) nnd 

setzen 

df 

Y i(f ) ~ X f 1 * * * » * 

Dann ist fur jede Eunktion f 

Ziff) = T*(f ) ; 

anf der linken Seite wild f als Eunktion von ^ , . . . , # n , 
anf der rechten Seite als Eunktion von , . . . , y n anf- 
gefafit. Ersetzt man f dnrch X k (f) = Y k (f) , so hat man 

Xi{X h (f)) « Y^TM , 

ebenso erhalt man 

= r*(U(/)) , 

also ist 

Mim - U(U(/)) = - z k (x t (f)) . 
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Die recite Seite dieser Gleichung ist gleici 

* * *j ^n)-^i(Z) + • • • + Qikqfan . - X n )X q (f) . 

Setzt man 

Qikv{®u ' * * ? x n) ~ °ikv{yi) * * • j ^n) ? 

so 1st 

W*(/))-r*(ri(f)) 

= a ikl(Vl ? • • • ? Vn) (/) + *** + 0 ikq{Vi 5 • • • , 1J n )Y q (f) . 

Damit ist gezeigt, daJ3 aucb die Gleiehungen 

= r ff oo-o 

eiii vollstandiges System bilden. 

Wir versteben nnter 

*^■11 ? * ' • ? A-lq , 

Aq\ , • • * j 

Funktionen von , . . . , , deren Determinante nicht 

identisch verscbwindet, und setzen 

Z q (f)^A ql X x (f) + . * . '+A qq X q (f); 

dann lassen sicb aucb X t (f) 7 X 3 (f) linear durcli 

Z x (f), . . Z q (f) ausdriicken. 

Wir nennen das System 

^(f)=0, Z q {f) = 0 

dem System (25) Equivalent und zeigen, daB anch das 
neue System vollstandig ist. 

Da Zi{f) eine Summe von Gliedern A^X^if) 
(£' = 1, g) und Z k (f) eine Summe von Gliedern 
AwXvtf) (&' = 1 , - • . , q) ist, so ist der Ansdruck 

z t {z t (f)) - MZiif)) 

cine Summe von Gliedern von der Form 

-d-£i' Xp (-djfcfc' X k ' (/*)) — -d.H'-2fc'(-d.ii'^i'(/)) 

= 

- A w [X y (A w )Xi'(f) + Ait X k .(X,m 

= Ait Xt (Aw) X & (f) Ajd' X k -(Aa-) Xi’(f ) 

+ A t tA kV [Xt{Xy(f)) - XAXi-m ■ 
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Da samtlieke Ausdriicke 

XviXrV)) ~ X r (X r (f)) 

lineare Funktionen von X t (f ) , . . X q {f) sind, so ist aucli 
Zi{Z h {f)) - Z k {Z t (f)) 

eine lineare Funktion von X t (f ) , • • • , X q (f) und folglich 
auch eine lineaxe Funktion von Z t (f) , . . . , Z q (f ) , w. z. b. w. 

Wir denken uns die Fnnktionen A ik so gewahlt, daB 
die Gleicliungen 

Z 1 (t) = 0, Z q (f) = 0 

bzw. naeli 

<± df 

dx t ’ ' ' 6x q 

aufgelost ersclieinen. Wir konnen dalier den weiteren 
Betracktungen ein vollstandiges System von fol- 
gender Gestalt zngrunde legen: 


(D) 


Ein vollstandiges System von der besonderen Form (D) 
bezeicknen wir als Jacobisches System. 

Es muB 

Xl{xm X k (X i (f)) — Q ikl X 1 (f) + QikqX t {f) 

sein. Auf der linken Seite dieser Gleichung hat ■ 
(ft = 1 , . . . , q) den Koeffizienten 

Xi(Skh) — Xj,(£ ih ) , 

welcher verschwindet, da f a und konstant (1 oder 0) 

sind; der Koeffizient von — - auf der rechten Seite ist 
gleich Q iih . Folglich ist ° Xh 

Qikh = 0 . (A = 1 , ■ ■ q) 

Fiir ein Jacobisches System ist also 

Xi{X k (] 0) - X k (Xi(f)) = o . (i, A = 1 , . . . , q) 


X (f) - £f 4- t 6f 
jL iV >- 7 r ^ + h.j+iw — 


el.S-o 




{ Al-o 

Sx n u • 


( 26 ) 


25 


§ 6. Integration eines vollstandigen Systems. 

Setzt man den Koeffizienten von (v = q + 1 , . . . , n) 

auf der linken Seite dieser Gleicliung gleieh Null, so ertialt 
man die Gleichungen 

(27) “0 

(i , 1c = 1 , . . . , q ; v = a + l,...,n). 


S 6. Integration eines vollstandigen Systems linearer 
partieller Differentialgleichungen. 

Wir betrachten jetzt ein Jacobisches System (D), 
dessen Koeffizienten 


(i « 1 , * • • , ff ; v = q + 1 , • • • , *0 


sich in der TJmgebung der Stelle 

= #i , * • • , oo n = ^ 

regular verhalten. Wir zeigen, daB das System (D) eine 
Losung ...,x n ) besitzt, welche sich in der 

TJmgebung der Stelle x t = , . . . , ^ == a?° regular verhalt 

und sicli fur x x = x \ , . . auf a;„ reduziert, wo ^ 

eine der Zalilen g + 1 , . . . , n darstellt. 

Im Falle q = 1 , also fur eine einzige lineare partielle 
Differentialgleichung, ist nacb § 3 dieser Satz ricktig; wir 
zeigen, daB er fur ein g-gliedriges Jacobisches System 
gilt, wenn er firr ein (g — l)-gliedriges J acobisches System 
als bewiesen vorausgesetzt wird. 

Die lineare Differentialgleicliung 


. = 


Jf. , t JL. 4- . t K 

d Xl + ^^ +l 8sc i+l + ---‘ iln dx n 


= 0 


besitzt n — 1 Losungen y 2 , . . . , y n , welche sich in der 
Umgebung der Stelle % = x\ , . . . , regular ver- 

halten und fur x x = x\ die Werte y 2 = x 2 , • • • , y n = #» 
annehmen. Diese Losungen sind 


2/s = ^2 > 


2/# ^ j 

2/tf + 1 ^ 1 “f" (®1 ^l)'Pfi , + l(^l ) • * * ? *^» ^n) > 

J/n = ®n + (®i — — *2) , 
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wo Potenzreihen von x x ~ x\, . . x n — xl 

darstellen. 

Wir setzen noeh y l = und fiihren y lf y 2 , ■ ■ - , ?/„ 
an Stelle von x 2 , . . . , x n als Veranderliche ein. Da- 
durch geht X 1 (f) in 

iiber; da aber y 1+l , y n Losnngen der Gleichung 
X x (f) = 0 sind, so ist 


also 


^■1 (2/4+1) — 0 > 


Xl iVn) = 0 


7 i (/) = 


5 2/1 


Ferner geht- Xtf) (i = 2, . . 5) iiber in 

wir setzen 


^i,g+l • j ^ in — ■K-ityii) j 

indem wir diese Ausdriicke als Funktionen von y x , . . . , ?/ n 
auffassen, welche sick an der Stelle y x = , . . . , y n = a# 

regular verlialten. 

Das Jacobische System (D) gekt also in das System 




Sf_ 

hi 




+ 


• T" 'I2n 


s y n 


T{(n= l; + ^ +1 6f 


df 


h a+ i + "' + Vin W n -° 


fiber, welches wieder ein vollstandiges nnd, da es nach 


df ’ df 

’ au ^ e '® s ^ *®t, e * Q Jacobisches System sein 


e Vi 


mnB. Es ist daher 

Yibtr) ~ 7 t {0) = 0 


(* — 2 > • • • i 2 ; ” = 2 + 1 , . . . , 
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Oder 

d. b. die Koeffizienten 


q + 1 3 • * * > Vin (i — 2 , . . . } q) 

bangen nur von y 2 , . . . , y n ab ; sie sind in der Umgebung 
der Stelle y 2 =* x\ , . . . , y n = x% regular. 

Das ursprunglicbe Jacobiscbe System (D) und das 
(q — l)-gliedrige Jacob iscbe System mit den n — 1 un- 
abbangigen Veranderlicben y 2 , . . ., y n 


(28) 


r 2 (/) = 

■^ + %, 4+ x 

' 4-. 


= 0 


a*. + 

A*. * 

+• V. 

' * V- 

= 0 


Vq+1 


besitzen dieselben Losungen. 

bTacb dem ausgesprochenen Satze, welcber fur ein 
J acobiscbes System von q — 1 Differentialgleichungen als 
bewiesen vorausgesetzt wird, wird das System (28) durcb- 
eine Funktion f von y 2 , . . . , y n befriedigt, welcbe sicb in 
der Umgebnng der Stelle y 2 = x\ , . . . , y n = x° regular ver- 
balt und sicb, wenn man y 2 = x\ , . • . , y q = auf 

== g + 1 , . . n) reduziert. Die Funktion f gebt, 
wenn man 

V% — #?2 7 * * * J Vq ~ ®q ) 

y v '= X v ”j~ Xi) X± y * * ■ y *^n *®») 

(v = a + 1 , . - - , ») 

setzt, in eine dem System (D) genugende, an der Stelle 
x x = x \ , . . . , = a?J regulare Funktion von ^ , . . . , x n 

xiber; setzt man darin x x = x \ , a? 2 * ^2 ? • • * > x q — #2 ? 80 
wird aucb = a?j{, . . y q = x° q und % + i = a? ff +i, * ♦ - ? 2 tn = ®n', 

, die Funktion f reduziert sicb demnacb auf x v , wenn man 
^ = x\ , . . . , Xq = setzt. 

Damit ist die oben ausgesprocbene Bebauptung be- 
wiesen. 
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1st V (® f+1 n) eine Funktion der beigefiigten 
n _ q Argumente, welche sick in der Umgebung der Stelle 
1 , regular verhalt, so ist 

/ = <p(f 1 , • ■ ■ i ( n) 


eine dem System (D) geniigende Punktion von , ■<„ , 

welche sich in der UnigebuDg dor St olio j\ t n*Rtiliii 

verhalt und sich fur x t - rc? , . . . , *, - mt die gegebcue 
Funktion <p{ » 4+ , , . . a>„) reduziert. 

Wir konnen also den folgenden 8at.z ausspreehon : 

In dem Jacobischen System linearer partielUu 
Differentialgleichungen 


Y (n - 6f + t JL 


i £ih 


<i 


0 , 


(D) 


1?(/) ~ a*. + 1 1 *** 


seien £ t „ analytiscke Punktionen von 

x n x n , welche sick in der Umgobung der Htelb* 
a;}, .. .,xl regular verbal ton und die Boding ungen ( 27 ) 


XdU - xdU 


/», k » 1 , 

\ v q I l , ■ , * 


erfiillen. Es soi eine Punktion t . • ■ , •>„) ge- 
geben, welcke sick in der Hinge bung von .r v , , , , 

. . regular verb iilt. Dan n wir d das System (l»j 

durch eine Funktion /' /’(.r, r„) befriedigt, 

welche in der Umgobung der Stelle s" x , . . .r“ re 

gulftristund fur r, « a:", . . — x" in die gegebene 
Funktion <p(x q +\ , x n ) ttbergeht. 

Each Mayer*) litXJt sich die Integration ernes J avoid 
scben Systems auf die Integration einer eiusigcn Urn-ami 
partiellen Differentialgleiekung zurtkckfilhrotf. 

Wir formen das Jacobische System (D) dadnreh urn, 
daJJ wir an Stelle von x t vermitteia der Hub- 

stitution 


( 29 ) % - x\ + yi , as* - 4 + y t y s , . , . , a*, - f jr, 


*) Math. Annalen, Bd, 5 . 


$ t illiberal i«*n Syatwns. 2! 

dit% tutuen Veiundwifcheti y t , . . . f y f cdtiffihrnii f wii limit 
x # , i , « » « i x #4 beibt'hftltan w«tr<it»n. Ihiim int 


<f 

< .v, 

</ c 

. d ■ 

f JTj 4 

/' | .. 

■ • V <f 
' * 1 

if 

< •/, 

’ - ¥t ,‘1 ' 



'7 

*■ 7, • 



mul «li«* DiffitrenUaiKl^it'liunifcn 


7, - 

r ^ 

| . . . ! 

*, ‘7 

7 ' 

« 

W,f " 

■1 • • • • 

* ‘7 n 

«/ . 

•7 

* 

c„„ (/ " 

t J' H 

< - r * 

*•» v , v » 1 

1 - t 

' 

g«“)n*n uIh’I m 






v,«/» 

*/ . 

</ 


u, 

*:«»> ■ 

r 3 (/> 

7. 1 

/' .i. 

- 1 ' 

I I ( 



■/ . 

* »/, ! '" *■ 1 

*' i 

* * r f * i 

1 ’'<*7. 

- i I ; 


ihihvi Hind 


V * , 9 * * * i , f » i ■ Pt * i« f * i * * % f , f i t 


Pt) 


f |iit i £|m 

Vt. f * I t V| fcf . f * I l 


ft 


**#• 


ft it* * 


# it # f i if « 


% 4 * i ^ y» » 1 1 
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ala Funktionen von y n y 8 , -•-,?/*> x s+t * •• •* 

stellen. Diese Funktionen sind in der Urngobung dor stelle 

2/i = 0, y 3 = P 3 , •••> y« — *rM ^ x « 

(woft,...,|9, beliebig sind) regular; denn dieser Sidle 
entspricht nach der Riickkohr zu den urspriinglidtert Ver- 
anderlichen die Stello 


~o 

x i » 


"2 , 


j **"? 1 1 


'/ - ■ ■ 




Die dem System (D) genugenden Funktiotuui 

welche sich fur x, as” , . . . , ’J\ b*w. auf 
» I+1 , x n reduzieren, gehen durch die Substitution (TM 
in Lfisungen des Systems (00) iibcr, welciie sich fiir */ * 11 
auf bzw. x c+ i , x„ reduzieren. Es sri »* eiue tier 
Z ahl en q + 1 , . . n. Dio dem System (30) gemigettde 
Funktion f v von y, , . . . , y t , x % , , , . . . , •»'„ , welrhe sieh fiir 
yj = 0 auf so,. reduziert, gem'igt insbesomlere mielt tier 
Differentialgleichung !',(/')- 0 . Dies*- Differentiulglcirhung 
besitzt aber nur nine einzige an der Htelle //, U, y„ f , . 

. . y s = 0 tf - - t!)., , , . . tr n jr" regulitre idsung, 
welche fur y, «= 0 den Wert av auuimmt; also until dies,. 
L6sung mit f v ubereinatimimm. 

Die Differentialgleichung !',(/') • 0 bruit zt n i tut 
abhangige Losungen y 2 , . . . , y ? , / 1) in 1 tt t e 
gration des Jaeobisehen Systems d>i 1st tin el, 
Mayer durcli die Substitution (0!»i auf die Inte- 
gration der linearon puriielleu Different ialglet 
chung 


(32) Y 1 (f) 


of 

(1 Vi 


if 

Vt.tf+I * i 

< tt>n , 


>i tl. 


< .r. 


zuriickgef iihrt und damit auf die Integrat ion des Systems 
gewdhnlicher Differentialgleiehungen 


(33) 


, d'Xqti d.r n 

Wi - - ***■••• *” 

Vi.q+i > H „ 


zwisohen den Ver&nderlicheu y, , ir f , , , . . . , 
• . . , y 8 als Parameter betrachtet wertlen. 


•r, , wobei y, . 


;i i. Syaiouto totnli r IdllWiadltlgtoiidHin^on, *fl 


S 7. VoIlHtilmllg inlegriorlmra Synteme tot&Ior 
lHfrereutlalKleicbunfcen. 

Wir h»l»on in S d don ZuHummonhnng mdormtcdd, wolrlmr 
y.wisrhon oinrr oiir/igon linmimi purtitdlon Diffmmtiul* 
gloirhung umi oinom System gowdindirhor DifftMrontiul- 
ndoirlnmgon Mint tfindnt. 

Kin almliohor XuHuiumt'Uluiug hrstoht zw isehon oitmm 
Syntmn von q limntrott jmrt iolltm I)iff«arimti:dghdHiungon 
mil, n unuiddingigon Yommiorlirhou und rinom System 
von n q totulrn 1 iulgloiolmiigon mi t q unnh* 

Idingigon mid n q sdddiiigigon Voriindorlirhon. 

Wir dHikon um unnor HynUm von q Himmm jmrtiHlon 
I Hffomitiidgloirhungon (dm mnmimt nieht vcrilatitmiig m 
min hmuoht) nneli q piirtitdlon Atdoilmigon tiufgoldat : 



<f 

fl , i .. 

i fli " 


< X, 

* 1 , tf * t ■ 1 * 

' . 1 

X, 

ill) 

' ’ 

1 t .i 

. .» 

# ./ , 

f / 

*» n 

* J' 

dir* ; Mini \s \v 

m* It red lion dun 
Hmngon mi: 

Indvor Kunktiomm 
folgoiido Syatom 

vtm a, 
totidor 


1 *o. 

j ^ i i d»i*j * ... 

1 ! , t * s 


o 


i Hi 


tlj n i 4 * ti i , 


L r , dj\ } . 


Wir howri-Him don Siitz* 

Hut f i r, , , ,r m i id no Hunting don S y a t <* m a fid* 

ho vorn* h wimiot d/ litftilgo don Hyatt* m a fotiilor 
I M f f r r r n t i n 1 n 1 *d p b u it g o n (Hi. 

I tor YoruunMotgung Hindi i*f 


* / 

* * 


£ 

'•is 


</ 

' ' 


<* 1 t » «» 


• / 

' •» . 
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Also ist 


, Sf 


<Y 


+ ~^dx g+l +...+ 

*£}f 

= — fdav+ 1 i (i ‘ r i 

+ 


. i 


^[a«. -fi.ix, 


t ,/rl- 

H ’***</ | I 


besteben die Gleichungen (B), so ist <lf 0. 

Der Satz l&Bt sich umkehren: 

Jede Funktion/'fo, • <1 cron Different i » 1 df 

infolge der Gleichungen (B) verscli windci , ist i*im* 
LSsung des Systems (D). 

Denn vermdge der Gleichungen (R) wird 


1 » 

*Ldx t + ... 

+ <\ 



+ 



<7 ; 

d.r„ 

4< n 


=S 

W t + 

. f " /' 

' X,, , 1 

) ' • • ■ i i'ui 

</■ 

+ 


. , . 

. . . % 


+ 

'll 1 t 
.a* f + f, ' ,+r 

Y H 

- 1 a 

* * * < *»♦/« 



Soil dieser Ausdruck fur boliehige W«rte von </,r, , , ,f. r 
verschwinden, so miissen die Koeffizienten von d . , «/.r' 
verschwinden, d. h f mufl dem System (I)) genflgen. 

Eine Eunktion f(x { , w n ) , deren Differential infolge 
der totalen Differentialgleiclmngen (E) versthwimtet, helUt 
ein Integral des Systems (E). Wir kdnnen also sagen: 

Jede Ldsung des Systems (D) 1st ein integral des 
Systems (E); jedes Integral Am Systems (K) 1st nine lAmng 
des Systems (D). 
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Wir setzen jetzt voraus, daJS die q parfciellen Diffe- 
rentialgleiclrungen (D) ein vollstandiges (Jacobiscb.es) 
System bilden; die Funktionen •••, seien an 

der Stelle w t = x \ , . . . , x n = xl regular. Dann besitzt das 
System (D) die an dieser Stelle regularen Losungen f q+ 1 J 
. . . , f n , welche sich fiir a 3 t = x \ , . . . , x q = a?® bzw. auf 
ic ?+1 , . . x n reduzieren. Auf Grund der Gleicbungen (E) 
verschwinden die Differentiale von f q+1 , . f n , so daC 
die Funktionen f t+i , konstante Werte aim eli men: 

fq+l( X 11 • * ■) ? 


t ni?C i j • * * j x n) ' • 

Da fiir x t — x\ , . . x q — x\ f 1+1 = x q+ i , ...,/» = ®» ist, 
so nehmen die Funktionen f q + x , fur x x = x x , ■ ■ ■ , 

x„ =» a;® bzw. die Werte x® + i , • • - , x„ an. Also ist C q+i 
®j+i j • •#, O n == , und die totalen Differentialglei- 

ehungen (E) werden durch die Gleicbungen 


(34) 


f q + l(*l, • • •} *») ** + l ) 

/*(* n • • •» •<> = < 


befriedigt. Da die Funktionaldeterminante 
°(f q+l, • • M /’«) 

^(%lf - • * 7 »») 

fiir a?i — as? , . . . , x n = a;® den Wert 1 annimmt, so lassen 
sich die Gleichungen (34) nach x q+1 , ■ • x„ auflosen; man 
erh&lt 

j Xj +1 — a:® + i + <Pq+ 1 ( x i ~~ x i > ■ ■ ■, x q — ®®) , 

(35) { 

I X n =« X®, + <Pn{ x l > •••)*« ®») > 


wo (/' ?1 , , ■ - f/v Potenzreihen der beigefugten Arguments 
Hind, welche fOra^-a?,..., verschwinden. Das 

Bystem totaler Differentialgleichungen (E) wird also durch 
Funktionen x q+1 , . . . , x n von x x , . . . , x q befriedigt, welche 
fiir or. - x u L a# die beliebig vorgeschnebenen 
. Werte ® f+1 - ®® +1 , • - •, *» = < annehmen; dabei ist nur 
vorausgesetzt, dafi die Funktionen fi, 4 +i, • £qn an ~e^ 
H telle x x ^x\, . . . , ®„ = a& regular sind. Das System (E) 

Horn, Partielle Differentialgleichungen. 3 
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heifit dann vollstandig integrierlmr (unheaebninkt 
integrabel). 

Wir nelimen umgekehrt an, dan System (K) him voll- 
standig integrierbar, d. li. es word© durch (Heichungen von 
der Form (35) befriedigt, in. welchen ,r“ , , , als 

Integrationskonstante anzusehon Rind. I bum wird das 
System partieller Differentialgleielmngcn (I>! durch die 
Funktionen 

/,+ 1 == ® ?+ 1 — <p „ , i (a?, • - a?V , • • • , <) < 


fn •• ~ *T/i * 7'«(*i a' i ? • • • ? *L/ 

befriedigt, welch e fiir ;r, •■■■■ ®J, <lic Welle 

/j+i = %+ 1 , - • -, /'« -- r„ annelimcn tind duller voiieinumler 
unabhangig sind. Dann bilden aber die pari iellen Diffe 
rentialgleielrangen (T)) ein q-gliedrigos voHstaiuligcs System. 

Wir konnen also den Satz ausspreelien : 

Das System totaler Different ini gleich tinge n (Hi 
ist dann und nur dann vollstiindig Integrierbar. 
wenn die partiellon Difforentialgleichungeu (l*t 
ein g-gliedriges vollstiindigea System bilden, il. h, 
wenn (27) 


ist. Sind 

/ ii f i (*^1 , • • • , a /,} , * • • , / » ta | . ■ ■ ■ . .v„ t 

die dem System (I)) gen iigenden , in der l ; m gelatin: 
von % — x\, x n jr"„ reguliiren Funktionen. 

welohe sich fiir .r, .r„ iv" h?.w. a uf , 

. rednziere.n, ao ergeben aieb hum den U!»«i 
ehungen (34) 

1 qi l( x i > • • • t ' r «) ' i i , 


/’«(». n •••» tr„) • < 

•••,«:, als Funktionen von .r, ,r welch,. 

sich in der TJmgobung von tc'l , .... a-" regular ver 
halten, fur ®, - a>? , . . ., ^ • .t» die Werte r , - F’ , , 


§ 7. Ryatonm totaW I>iff«»ronimlp:l«Mdmn^n. *15 

. s H * a*” unnohmon und dum 8yst < s m totaler 
Diffttrontialgloirhun^on (K) gonfigon. 

Dio Integral ion mt ton vollMt-iimiig intogriorlmrou Hystomn 
totnlor Difforontiulgloioliungon und din Integration oinon 
voIlHtiimlipui Kyat Him linoaror jmrtiollor Difforoniialgloi- 
rhungon (tduoH J no oh i wohon Sy stums) si ml uquivulouto 
Aufgnhnt. Dnimmoh filhrt dio in S W durgustellto Mayer- 
Hulto Motlmde ituoh zur Integration nines vollsliindig into* 
grierbaren Rystetim ( Hi. 
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Partielle Differentialgleiclinugcn erster 
Ordnung mit zwei unabhUngigen Vor* 
Hnderlichen*). 


§ 8. Existonz dcr Integrals. 

Wir betrachton jetzt cine nichf. linear** partidlc I»iff<* 
rentialgleiclmng erster Ordnung mit tier iibhitngigen Vet- 
anderliehen z und zwei unabhiingigen Verfttulerlichoti x, */, 

d. b. eine Gleiclmng 

(A) F{(c, y, z, p, q) - 0 , 

WO 


ist. 

Den in § 1 nnd § 2 bowiesonon Kumiatni*nt 2 iiMutx 
sprechen wir fur don Fail zweier unablulitgigen Verftxulor- 
lichen noch einmal aua: 


*) Zum eingehenderen Studium dor Theori«« dor tmriu4Um 
Differentialgleiehungen orator Ordnung mit Miebig viefeii mmh* 
h&ngigen Yer anderlichen sei anf die folgenden Werke v»»rwt«'*t'tt: 

Goursat, Vorlesungon tibor die partiellen DtfTvretitml* 
gleiohungen erster Ordnung. Deutaoh von Mnae r. Leipzig 

Forsyth, Theory of differential cKiuatiottM. Vet V, Vmu* 
bridge 1906. 

Mansion, Theorie dor partition Di(frm>ti*!gl<rf«ltu«igm» 
erster Ordnung. Deutsoh von Maaor. Berlin 18112, 

V m?- Y -. W , eber > Vorlesungen (iber das Pfsffwh# !*rwM*tn uti.i 
die Xheorie der partiellen Differentialgleichungon »r§t«f Ordnung, 

Leipzig 1900. 


8 8 . Kxinteiu dir Integral* 1 . 


Die nnalyt incite Funktion F(.r, y , r . p , q) ,sei 

in dor Utugchung dor Stelle 

■C **"(1 i }l /At i % * " *» i P Pa j V (/(i 

regular; an dinner Ht ellc him F () t a b e r / von 

' P 

N till versohieden. F.a Hoi cine in dor Uingebung 
von v //„ reguWire Funktion </ (;/) gegoben, wolehe 
din Godin gun go It 

7 (/At) “o t 7 (/At) 7tt 

orfflllt. Dan n wird die part idle Diffcrontiulgtd- 
o.hung (A) dumb cine d nzige nnutyliachc Funk- 
tion a *» *I'{x , //) befr iedigt , wide ho ddt in dor Uni ■ 
gebung dor Bf die * — a* 0 , y i/„ reguliir verh&lt uud 
f dr »•»*•„ in die gegebeno Funktion <p(y) ii borgeht. 
Wir bringen die Gleichung (A) imf die Form 

(l) P -A*, !h *f q ) . 

wo f Hne unnlyt write Funktion dcr hoigefilgten vicr Argil- 
mirnti* i.*t , an dor Htidlo x x u% // »/„ * xr • «r„ , 

q q n dun WYrf p p u unnimmt mid in d* r rm#t»hunK 
dm a*r StHh* ru^uliir ist. Indian man dm Glomhwitf (I) 
wiudnrlmlf mmh if diffHvntimrf f Hindi man din Ah 

l * * *' Z 

ItiiiingHi durrh din AblHhmimn van z naeh i/ 

< x t it 

mtHgnlrUrkt. bifftTHitiinri man dm Glnidning (I) mimul 
iiatdi x and hidi«*hig of! mmh y* ho w«*r<l<*fi din Ah- 

t * * * z 

Itnfmtgni . , durch din AhhdtmigHi von % narh u 

< ** f it i ■« * % 

iiUHgrdrilc’kt » mululHu fur dm Ahhdttmgni ( ^ dim 

hmafa fmfundHmn Ao^driirko <*ingiwt/f Hint!, uhw, l>a 
t far x - x i% in q iy\ u!»h M ill, mull 

CL IT L 

ftfeitl ; Ilian kilim arhrifiwtdM' aumtlirhr Ahlidlliligiis 

( - ) 

\ * JX* ( f f t " Vtt 
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berechnen und die in der Urngebung dor Stollc x 
y — ;i/ 0 konvcrgente Potonzreilie 

1 / (>+* 




, (* *«>" ('/ " '/n )’ 

r \'/ 

o > - 

aufstellen. 

Wir werfen die Frage auf, ob sich jo.de der Iliffe 
rentialgleichung (A) genugende analytiacho Funktion 
a — <T>(x , y) durch das sooben dargostellto Verfahren her- 

leiten l&Bt. 

Es werde die Bezoichmmg benutzl : 


(2) Z 


dF 
dx ’ 

Wir nehmen an 




SF 
dy 1 




dF 

dz 


F 


die Fuuktion « 


' Q . 

< P < <! 

<I>(x , y) orfiillo die 


« = ( P{x , y) , p 


Gleichung F = 0 nicht identisch; <!>(%, y) aoi in dor Uni- 
gebung der Stelle x — x 0 , y -- «/„ regular; wenn ~ v „ , , r/„ 

die Werte sind, welche die Funktionon 

<'<[> i«t> 

dx ’ ^ dy 

t ur x = x 0 , y — ?/„ annehmen, sei P fur das Werteyatem 

* = %! y — Vo i * = v- v», 

von Null verschieden. Dana ist eine uml nur oino amt- 
lytische Funktion a von x, y vorhanden, welche Midi in 
der ITmgebung der Stelle x -- a; (l , y y u regular vorhii.lt 
und sick fiir x — x u auf die Funktion 

cp{y) =» <l>(x u , y) 

reduziert. Diese Funktion ~ mufi mit y) ttberoin- 

stimmen. 

Wenn die Funktion z — <I>(x, y) zwar der Gleichung 
P== 0 genugt, aber die Gleichung # 0 nicht identiach 

erfullt, so bleibt die bisherigo Betrachtung anwendbar, 
wenn man nur dor Veranderlieben x diejonigo Kollo zu- 
weist, welche bisher y spielto. 

Die LOsung z — <I>(x, y) kann nur dann auf detn 
oben beschriebenen Wege nicht erhalten werden , wenn 
sie den beiden Gleiclmngen 

P-0, 


$ h. inirgralfliu'lie dutvh rim* grgehene Kui*vi*. 


;m 

gldcdimtig genugl. Eine Homing der (lleiehung (A) ge- 
rnlgt aueh den <»Ieiehungen, wrlehe man erblUt t wenn 
man die (lleichnng (A) partioli naeh x bzw. // different.iiert 
uml dahei beiuhtef, duB z t p , tj von ./• unci // abhiingen: 



i v ' '' 

0 


t X 


r tp 

* if 

1 V 

0 

* P 




bur nine burning* welt he die Uleirlumgen P o, y u hr* 
friodigf* mhr/Jrrrn mrh die* heiden leUten (lleirhungen auf 

X i Zp o f 
r i f/ O , 

Him* Lflau ng dor par tied I on I)i t'forenlia Iglei • 
fining (A), welt* he znghdedt den niriehnngen 

(II) /' o , <> 0 t X i p# * U f Y ) qX 0 

geuugi, wird nine sing til lire bbsung grnannf . drde 
atiuly tiseho Hosting von (A), wtdrhr nirht in dieaom 
Ninne .in •' u 1 ;» r ist * kaiin ilttrrh d as o be n hi t 
u ir k< It e Yrrlahrm erhulteli werde u. 

im alli'.emi’iiieu im brine Kunktion z von x % p vor 
handen, writhe a u tier der C’deiehuug (A) aueh dim vier 
Ulekdmngen (It) geuhgH Kine partielte bifferentialgleiehung 
erater Ordnmtg beat list im ullgemeinen keine Ningubire 
Hdmmg. 

\ IK liifrgridfliirhts welrhe diirrli elite gegeltetie 

1C lin e grid* 

Wir himutxeu rim* geometrisehe AuadrurkaweiK«% indnn 
wlr j% i/, z ala reeht winklige Koordiimteu elites Hunk Ira 
mi Hitume auffuanm, wodureh komplexe Werte von j\ p , r 

nirlit at ingest Inaneti rind. I t 

Ml * 'H'-t.vl 

elite drr I nifrieuihilidriehufig (A) gerdigeiule Ktuikt-iott, no 
ilettt die Cltekdatrig (If rine I u tegratf liielte tier pur- 
fitlleii 1 dffemiUiilgleirhuuK (A) dar. 
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TJnter eitiem Flacbenelement ira Banmo vor«tolion 
wir den Inbegriff ernes Punktes und einer durcb den 
Punkt gehenden Ebeno. Da es im Baumo ot/ 1 Punk to 
gibt und durcb jeden Punkt o o 2 Ebenon gchon, wo wind 
oo 6 Flftchenelcniente im Eaume vorhanden. Die Oleiebmig 
einer Ebeno, welcbe durcb don Punkt (x , y , z) gold, 
Robreiben wir, indem wir die laufenden Koordinaten c, >/* * 
bcnutzen, in der Form 

£ — * * p (£ - *) + ? 0 ? - v) i 

so dafi die Stellungskosinus dor Ebene don Grftfien p , q t 1 
proportional sind. Die Stellung der Ebene ist also iltm li 
die Gr5Ben p , q bestimmt. Die funf Groflon x 1 y, z, p t q 
warden die Koordinaten des FliicbenelementeH gonannf, 
welches aus dem Punkt (x , y , z) und dor angegebenen 
Ebene bestebt. 

Die Flache z <P(x 9 ?/) cnthSlt "v~ Punkte (x , ;/ , Pi; 
jedem dieser Punkte ordnen wir dit 1 Tangent ialobone zn, 
so da(3 

(1 (p <!<[> 

p zzz q - 

0# O?/ 

ist. Einer Flache gehdren demnach oo 4 Fl&chcnelementc 
an. Die Flache z — $(x, y) iat eine Integralfl&cho der 
partiellen Differentialgleichung (A), wenn ihrc sflmtlichon 
Elemente (x,y, z, p, q) der Gleichung (A) genugen. 

Erfullt die Function ^ '/'(.r, y) dio Anfarigs- 

bedingung 

! ( 5 ) *'=««, ~ fp(y) , 

bo geht die Integralflache (4) durcli die Kurve (5). Die 
• analytische Funktion <p(y) sci wie in 8 8 an der Stelle 

| ?/ — y<s regular und es sei z 0 - r (y n ), q a » y/(y n ), w&hrend 

p 0 der Gleichung F(« 0 , y 0 , , p 0 , f/l> ) , () gen Ago; an 

j der stelle * = *o , y - y 0 , « » * n , p Pn , ,7 ?0 fi 0 i di e 

| Funktion F(x, y , z, p , q) regular und F von Null ver- 

ill schieden. Dann geht nach dem in § 8 ausge.sproehenen 

i I Satze durch die Kurve (5) eino und nur cine Integral' 

f flache z = <P(x , y) , wo ( P(x , y) cine in der Umgebung der 

J Stelle x = x () , y ~ y 0 regulftre analytische Funktion iat. 

;| Biaher lag die gegobeno Kurve (5) in einer znr i/z- 

Ebene parallelen Ebene. Es blcibt noch zu unterauchen, 


8 D. Int cgndiULciie dun-.li cine gogebene Knrvo. .j t 

oh durch eine beiitdnge imalytiwlio Kurvo cine* und nur 
eine analytisehe rntegialfliiehe hindurehgeht. 

Kh K(‘i eine Kurve V, riurgcstellt durch die fileichungen 

(«’d x /',(») , n / 3 (h), z /«(«)» 

wo , /' a , unalytiHche Funktioncn von « Kind, wolehe 
Mich in dcr Unigcbung von « »/„ regular verhulton und 

fiir it u lt die WVrtc nnmdinien, wiihrend f[ (u„) , 

/*-Js w,,) , /',;(»„) nicht KamUieh vcnchwiudeii. Ini von 

Null ver«chicdcn, ho lasKcn nit-h die (Ucicluingcn ((>} dureli 
Klimi nation von it anf die Form 

fi) >1 ■*•* /'(->■) , - IJ(X) 

bringen, wo Mich f(x), <j(x) in der I'nigobung von x x„ 
regular verhalten und fiir x x n die Werte >/ * >/„ , s — 
annehmen. 

Fiir vine durch die Kurve (1 gchende Integralflfteho 

<t’{x , it) 

Mei 

I <!> < <}• 

P . <1 ‘ 

f ./* f tf 

I •'*/» « '■'»/* f "0 

r * * , f ■ „ . 

f r ./* f // # >/* 

l iu din Wvrto von /; » */ in oinom bt‘lii*bi&on Punkt 
d**r Kurvo (* zu brmdmvn, hubon wir dio OlHchungon 

#gl | ^ ^ 1 ^ * * f f f 1 ® » 

| pA.t | f/rf// db *** 0 f 

wo fiir x f i/ , r din Funktionon (15) von u zn nHz^n Hind. 
Dio in hr/nitf nttf p , q gcddhtvfo Pttnktlonnhlvtorminnnto 
dvr linkiMi Sidton dl«*.si*r bvidon Oldchungvn i*t 

* l\ V 

tbf i f* thi y Ax , 

<l.r , A if 

Wir mdiiinni nu t fiir via d«*n niviHiungvn (N) gHiiigarifli*» 
WVrtnyMom p » f/ vfiM’hwimlo .1 nirht idontDrh in ti • 
ii|« Wrrto von r, i, I in **iin*m Punkt dor K urvo C f gn* 
liiiitfi dm < itoirlmngioi 

if|i - rifjr i h A if , dq - mAj* j tig 
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•and den Gleichungen 

X + Zp + l'r + 0*-0, 

Y + Zq + Ps + Qt -- 0 , 

welche man erhalt, indem man die Gleichung (A) partied 
nach x bzw. nach. y differentiiert. Wcnn man die beiden 
letzten Gleichungen mit dx bzw. dy multipliziort und 
addiert, erhalt man die Gleichung 

Xdx+Y dy + Z('P dx + g dy) -| ■ l‘(r dx ■ \ s dy) 

-|- Q(s dx ~\~ Idy) 0 

oder 

Xdx+ Ydy + Zdx \- I'dp \ Qdy o , 

d. h. 

dF(x, y, z, p, q) 0 . 

TJnter den obigen vier Gleichungen finden sich also mir 
die drei unabbangigen 

! r dx + s dy ■■■ dp , 

sdx + tdy — dy , 
rP + sQ --A :~pZ, 

aus welcben sich bestimmte Werte von r, *, t ergeben, 
da die Determinante 

dx, dy , 0 | 

0 , dx , dy j . I dy 

P, Q, o | 

von Null verschieden ist*). Piihrt man so fort, so fimlet 
man fur alle partiellen Ableitungen von z nach x und y 
bestimmte endliche Werte. 

Es fragt sich, ob die Eeihe 

* = - ®o) + &(?/ - .'/o) + i >\,(x *„)* I 

in der TJmgebung dor Stelle x ~ x „ , y y u konvergiert; 

dabei ist (% , y 0 , z 0 ) ein Punkt der Kurvo (1 , und />„ , 

2o> r o> ■■■ sind die zugohdrigon Werte der partiellen Alt- 
leitungen der Eunktion z von x und y . 

*) 1st Bugs der gegebonen Kurve y koiiHUtai, ho Itoitiml men 
dnrch Vertauschung von a: und y auf den buroits crledigten Full; 
wir kOnnen also dy von Null verschieden vorausHtitzen. 


8 9. Intogrnlflttnho 'lurch oino gogobono, Kurvo. 


Dio Gloichungun dor Kurvo (' Reion auf die Form (7) 
Tobruch t; .1 aei fiir x .r tl von Null versoliioden. Wir 
wendon die Substitution 

t: • b u /’(•»•) , \ ~ '/(.'•) 

a i! utiii Retzen 

< i < \ 

V , (I 

< X Ml 

Die (iloirhung 

<>S \uiy i qdu 

goht, won it man j; , l) , j duroh ,r, v , - auRdruckt, iihor in 
d; r/'(.r) dx p d.r | q (ihi / '(.r) d.r) 

odor 

dz — (p i] f'(x) i a '(.r)) d.v j q ill/ ; 


darn ur folgt 

P 

p 

<1 /"(-‘I • 1 

1 tfV) . 


'/ 

tl 



odor 

V 

/* 

I '//’ l-' J 



»l </ - 

Dio Difforoutintgleidmng (A) goht duroh Kinfiihrung 
tun x, « , S iibor in 


Atr, « , \ , p,qi 0 , 


withrond din Kurvo (‘ din (Hoichtiltgon tj O, ^ 0 orhitlt. 

Wir habon oino Ftuiktion von jr , l) Jiu Kuohon, welclio 
dor Different iulgltdehnnK ,* O genilgf mid fiir t) O don 
Wort \ <i antiimiiif. 

Aus don ohigoit AiiHilriii'koit vun /» , </ duroh p , q folgt 


da 


- A • f 

t p , J, ' 

I ,'s > F ( F 

t i.n ; 

• q e i/ < /. 

4) — dx , dll — dy f{x\dx 


44 II. Absehnitt. Difforentialgleichungen orator Ordnung. 
1 st, so ist 


~s$ di) aq d£ ~ dp dy 


aw 

dq 


dx . I . 


Langs dor Kurvc G , dor j-Achse, ist t) 
.1 - 


. 0 , also d\ ) - d un<l 


ri] 


Nun ist aber A, also an oh , von Null verschioden, so 

dafi sich die Gleichung g =» 0 nach q aufldson laCt. Nm-h 
dem in § 8 ausgesprochonen Satzo bositzt (lie Gleiohmig 
55 = 0 eine in der Umge.bung dor Stolid jr ■ , 1 ) 0 

regulare Losnng 5 , welche fiir 1 ) — 0 don Wort. ^ 0 an* 

nimmt. 

§ 10. Die Charakteristikcn cinor parlielltm Differentlal- 
gleickung erster Ordnung. 

Die durch die Gleichungen 

(11) »«f a (u), y =/■*(«), ?“/■*(«)> 2 -/'#(«) 

mit dem veranderlichen Parameter u dargestellte einfacbo 
Mannigfaltigkeit von Fl&chenelementcn (x , y , z , p , q) 
wird als Streifen bczeichnct, wenn aio der Gleichung 

(12) dz -- p dx -j- q dy 

geniigt. Wenn x, y, z nicbt siimtlioh von u unablmngig 
sind, stellen die drei Gleichungen 

* “ ft (*) , ?/ - fa («) > * “ ft («) 


eine Kurve dar, dcren Tangente ini Punkt (x, y , z) in 
der Ebene 

£ - z =- p{i - r) + q{T) - ?/) 

liegt*). 

Gehort der Streifen ( 11 ) einor Infegralfliiohe der par- 
tiellen Differentialgleichung (A) an, so ist infolge von (11) 
auBer der Gleichung (12) aue,h die Gleichung (A) erfiillf. 


*) Sind ac = os 0 , y = ?/„, z~-z„ von it unabhllmrig, ho niellen 
die Gleichungen (11) oo 1 Fl&chonelemento dar, wolehe durrh don 
Punkt (x 0 , y„ , z 0 ) gehen und einon „Elewentarkegel“ lx-stiiumrn. 


8 10. Dip ('hnraktoriatikon usw. lf> 

Wir haben gesehen, daB durch einen sololion Stroifon eino 
Integrulfliiche vollstnndig bostimmt mt, I’alla 

rdy Qdx 

von Null vorsoldedon ist. Wenn oh also vine Kurvo gibt, 
litnga wolohor aioh mehrore Integrulflaohon boriihren, odor 
mit audoron Worton, wonn oh einen Stroifon gibt, weleher 
mohroron IntogrulfUirhen getnein i«t, so mud dienor Stroifon 
under don Gloiohungen (A) uud (12) dor (Sleiolutug 

(i:i) r ci it Qdx » 

geniigon. 

Kin Htroifon, wolchor dio (lleiehutig (Id) be- 
friedigt und oin or I ntegralfliiohe von (A) angehflrt 
(dio Mich in dor NiUio dor I*unkto dew Straiten* regttliir 
vorhiilt) *), wird eharakt erUtiaehor Stroifon odor 
t'linrakteristik go nan nt. 

IdingH oinor Charnkterirttik gotten die Gloiohungen 
(12) und (lit). Howie dio Gleiehungen, woloho man erhiilt, 
indom man die Gloiohung P u partial! naolt x bzw. »/ 
different iiort. I >i«* letztoren (iloiehungeti lauton, wonn man 

< e ’ z < : 

r .. . s , t 

* ( jr i if t ! if 

net/d » 

.v t pZ i rp t *Q 0 , 

Y i qZ ) ■* P f tQ 0 . 

Feruer in\ 

<l/i r dx | h dy , 
dq n dx -f / dy 

oiler, wetm mnn die Uleiehun^ (Hi) miter Kiiiftthrun# enter 
I ! df vej imdet lieheit n (lurch die hidden Oleichtmgen 

dx ~~ l*du » dy Q d n 

el"a»d 7,1 , 

dp — ir l* j s Q) du , 
dq — (* P \ t C/| d u 

*f l‘4*i 1‘uitkl iJt v , «/ B , tj d* r PlArh© f i t , y , — Cl ItelUt 

rtfiitlr, wpiiit *ii*h fflr »l*w bi imrhburtttu Fheditmgnmkf© 

#itt# d* r dr* i x x m , y ---• y u » * ** (wir mdiiiiciii an, 

die tiriliftl ah !*M!«tiur*»ih« dbr bin dim atnlt'iwt <l*niU»II«a lilt* 
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Oder 

(14) 


dp = —{X + V %) d u > 
dq = ~(Y + qZ)du . 


Langs einor Charakteristik gellen also die 
Gleiclmngen 

f dx * ]> . 

du 


(15) 


dy 

du 

dz 

du 

dp 

du 


Q , 

pP + qQ, 

■ (X | V X) , 


oder 

da; dy da dp dq 

(lb) T ~ T ~ f 'P + <i Q " x+>* ' ' X + 9 Z ‘ 

Ein Wertsystem 

® = *o, ?/ = ?/o , « ■ , p-- Po, q <io • 

welches niclit nnr der Gloichung - 0 , sondern aueli 
den Gleichungon (3) 

P - 0 , Q - 0 , A’ • |- p J 5 » 0 , r -}■ 9 X * 0 


geniigt, fur welches also die rechten Seiten der Glei 
chungen (15) s&mtlich verschwinden , stollt in bezng anf 
die Differentialgleichungen (15) Oder (16) ein sbigulilren 
Wertsystem dar; demgeniiLB wird das Flftchenelement 
(a? 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q n ) als singul&res Pliichonelement 
bezeichnet. Ein singul&res Integral der Differential* 
gleichung (A) besteht demnach aus lautor singulftren 
Fl&chenelementen. 

1st (oc 0 , y 0 , a 0 , p 0 , q u ) ein niclit singuliires Fliiolicn- 
element, welches der Gleichung F ** 0 gem'igt, so be* 
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sit zoii die 1 Hfforoui ialgloiehutigon ( 1 r>) oino und mir nine 

1 aiming 


V 

1 (« , 

•ft* * 

Ho ■ 

> ■'•O t 

Pot 


V; 

.,(« , 

•ft* t 


» «*0 1 

Po 1 

'/<>) ' 

V 

:i ( M i 

•ftl t 

//o ■ 

' ftl 1 

Pot 

. <7.0 • 

V 

t(« . 

•ft* • 

y«. 

, -v U . 

• Po 

- ?») - 

V 

:.(« i 

*ft» t 

,v*. 


■ Po - 

■ <h) • 


woldo* dio Anfungsbodingungon 

•'• -o. * y //«* < - , p /> 0 1 <1 <p 

fur ii it orfiillt *). Dio Funktionon 7 , , . . 77* Bind in 
dor Umgobung von 11 it regular und raluzieren sicii 
filr » -0 hssw. uuf r (if . . r/ M ; sin Bind analytiHcho Funk- 
tionon von ar 0f //„, * /i 0f weleho in dor Umgobung 
dor Werte 1 # 0 , a*,, ft, , t/ 0 — 1) 0 , ft, - • > Po Po > ?o ^ <1« 
regular Bind, wonn writer (ft,, t) 0 , &>* Pot %>) dor Glei- 
ohuug P (I gomigondes nicht HinguUiron Fliichonolommt 
verst unden wire!**). 

Yersteht man unter q u feste Wort a, so st.ellen 

die drei ersten (ileiehungen (IT) im allgemeinou cine Kurve 
dar; dtnvh dir beiden lH/t«*n (lleirhungeu ( 17 ) wild jedem 
Punk! ij\ ?) dirsiT ohurukterist isehen Kurvr Pin Fl;ichen» 
rlriurni {j\ }t % /* , q) y.ugeordnet; die rv- 1 FUiolumelemente, 

^ rlrhr dutch die < iteiehungen { 1 7 ) dargestellt werden, hilden 
rinen i duirukt erist isehen Streifen, 

Von jrdrm nicht singulu re n Filieh 0 n (do in 0 n t 
u„ f i/ >( , * ti * p u * //„), wolohoH dor Oleiohu ng F 0 go- 
udgi, gidit oiiM* und nur oino Uhurukf erist ik a us, 
f Hr Uifforctitinlghdehuugeu (If*) hesitgen dan Integral 

Fir , »/ , 2 , /* , */) konst., 

drill! rS tnt 

.!/•■ -/.< rf.v yds , dp . </*/ 

d 11 ' tin tiu ‘ il u d u ( 1 11 

X I 1 I I'V | £(/' /' i //VI 

/*(.V ! /»*0 VO' I //^i 0. 

‘1 U <!«« Flarhi /M l.MHi-iit <>„ </„> HinKulilr, mt wttrden 

•6«ilil*'h«’ A»>i<’ttvm««u» v«m r <j nn*di « /.ufolK«* (Hd fdr « » 0 

v.-ta>'ltvi iiitlrn. (Ii’iiuini'h wtn u dir AUNdrUeMlTl vim » miabUEngig. 
**) Vgl ,,iinwnhi»l Olff«*rrt»tiulKJ § *»■ 
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Geniigen also dio zu it ~ 0 gehorigen Werte ■>' .r „ , 

V = ?/o , * = So , V “ 2»o » Q =-' ffo d( ‘ r Bedingung 
F(r, 0 , , z 0 , , #?(,) 0 , 

so ist langs des ganzen von deni Flaeheneleinent 
(® 0 , y 0 , z a , p 0 , g 0 ) ausgehenden oharakteristisehen BtreiiVus 

F(oo, y, e, p, q) « 0 . 

In den Gleichungen eincs eharakteristischcu Btreifeus 
sind die zura Wert x — x u gohdrigen Work* ?/„ , , p u , </„ , 

zwischen welehen die Gleichung F(x a , )/„ , z„ , />„ , //„) 0 

bestelit, als willkiirlieho Konstante anzusehon. Demtmeh 
sind drei willkurliche Konstante vorhanden, so dad die 
Gleichungen (17) oo-' 1 charakteristisohe Btreifen darstellen. 
Im allgemeinen hiingen aueh die Funktionen </,, </., , </,, 
von drei willkurlichen Konstanten nb, so dad dnreli die 
drei ersten Gleichungen (17) oo !1 oluirakteristisohe Kurven 
dargestellt werden und jeder charaktemtisohon Kurve ein 
einziger charaktcristischor Btreifen entaprieht. 

§ 11. Integration der partlellen Differentialgleichung 
erster Ordnung vermittels der Charakterlstiken *). 

Die Gleiclmngen 

(18) / ~ f iW > Vo ” / *(®) » *» ■ / a (*’) i 

I Po = fM , - /'r» 

mit dem ver&ndorlicheu Parameter ■» stellen oitien Btreifen 
von Flachenelomenten (x 0 , y 0 , z „ , p 0 , q 0 ) dar, worm ver- 
mbge (18) 

dz {) = p 0 dx {) + q {) di f(t 

ist. Der Streifen m6ge uberdies der Gleichung 
F{x 0 , Vo, «oi Po, ffo) ” 0 

genugen. Jedes Fl&chenelement (x,y,z,p,q) der von 
dem Element (x 0 , y 0 , z„ , p„ , q 0 ) ausgehenden (’Imrak- 
teristik (17) geniigt dann der Gleichung 

F{®, y , p , q) - 0 . 

*) Integra tionamethode von Cauchy. 


$ 11. Integration vormitteJ* dor nharaktoriatiken. 
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Die Gleichungen (19) stellen also sicher dann oo 3 Flachen- 
elemente dar, wenn von den aus dem Schema 


dx 0 

dy o 

dz 0 

dp o 

dg o 

~dv ’ 

dv ’ 

dv ’ 

dv ’ 

dv ’ 

Po, 

Qo j 

PoPq+QoQo , 

— (-^o+Po^o) , 

-(Yo+VoZo) 


gebildeten Determinanten zweiten Grades mindestens eine 
nicht identisch in v verschwindet, mit anderen Worten, 
wenn nicht samtliche Gleichungen 


dz 0 = __ dp 0 = dq ' p _ 

-Po Qo Po Po + % Qo ^0 + Po Z o ^0 + 2 o Z 0 
bestehen, d. h. wenn die Gleichungen (18) keine Charak- 
teristik der partiellen Differentialgleiehung (A) darstellen. 

Sind (18) die Gleichungen eines charakteristischen 
Streifens, so fallt die von einem Element (x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 ) 
dieses Streifens ausgehende Charakteristik mit dem Strei- 
fen (18) zusammen, so dafi die Gleichungen (19) nur oo 1 
Flachenelemente darstellen. 

Machen wir die Voraussetzung, daB der Ausdruck 


dy Q n dx o 
dv 0 dv 


fur die Werte (18) nicht identisch verschwindet*), so stellen 
die drei ersten Gleichungen (19) eine Flache dar. 1st der 
Ausdruck 


-Po 


-Po > Qo 

dxo dy^ 
dv 9 dv 

welcher den Wert der Funktionaldeterminante 


dy o 
dv 


n dx o 
dv 


dx dy 
du ’ du 
dx dy 
dv y dv 


*) Unter dieser Voraussetzung ist die Existenz einer dureli 

q° ^ 7 Vo v = ^ ^ gehenden Integral - 

m J. 9 hewiesen. Vgl. die unten behandelten Fiille, in 
welehen diese Voraussetzung nicht erftillt ist (Integral flache, 
welche durch eme Integralkurve geht; Integralkonoid). 


S 11. Integration vermittels der Cherakteriatikcn. 


r»i 

fiir u 0 daratellt, fur v \ von Null versehieden , so 
IivHHon nich vonnittoln dor heiden eratcn Gleichungen (10) 
« und v ala Funktionen von x, y dandelion, welehe in 
dor Unigebiing von x /',( \) , y >/ 0 regular 

Hind*). Hetzt man diene Fuuktiouen in die dritte Glei- 
(•hung (10) (»in, so erhiUt man di(‘ Gleiehung 

~ 'H*, '/> , 

wo <U{$ , y) in dor Umgebtmg von r , y >/„ 

reguliire Fuuktion daratellt. 

Dttfl alio (lurch din Gleichungen (10) dargcatelltcn 
Fl&ehenclemcnto (.r, y , z, p, q) dio Gleiehung (A) er- 
f Allen , ateht bereita font; wir zeigen, dafl auf Grand dor 
Gleichungen (10) die Gleiehung 

dz p dx ( q dy 


boHtoht, welehe in die boidon Gleichungen 


dz 

dai , 


dy 

d u 

» v 4 

q 

<u 

O K 


< z 

< •>' , 


< n 

( V 

» " ‘ 

q 

o r 


zorfallt. 

Nchuion wir dioHon Nachweia einstweilcn ala gefiihrt 
an, ho licgon folgende Mdgliehkeiten vor. 

Wenn die (lurch die Gleiohtmgen (10) dargcHtelltea 
Flitehenelcmente (nr* f y , s, p, q) einer Flaclie z *> <l>(x , y) 
angehdrcn, ho iat 

(Z t~z 


V 


ex 



t 


und m hontoht dUi Ohdohun# 

fU, $ i * ♦ ( m > f * ) 

\ T * ( X (if 1 


d. h. tlit* Fl&chc s — <iHx t y) i*t Hist* InU^rnlfliiche von (A). 

EntMtidu*u (lurch Elimination von u , v stun don drci 
enttcn iJlrkdiungon (19) uwtd filoiehungen xwinrhcn a?, y f *, 

Dio Funktionen jt» y von w » v nehnum ftlr t* 0 dio W«rt«* 
f % fa ) * ffW* *l*o ftlr u ^ O, v - ■ \ die Wiuiu f\{\) * f % (*) an, 

4* 
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welche eine Kurve G darstellen, so werden (lurch die 
samtlichen Gleichungen (19) immer noch Flachen- 
elemente (x ,y, z, p, q) dargestellt; die Gleiehung 

dz = pdx + qdy 

sagt axis, daB die Ebene 

t ~~ z ~ p (f — at) + q(v !/) 

die Tangente der Kurve G enthalt, so daB jedes durch 
(19) dargestellte Element aus eincm Punkt dor Kurve V 
xind einer dureh die Tangente der Kurve in diesem Punkt 
gehenden Ebene besteht, 

Ergeben sicb axis den drei ersten Gleichungen (19) 
drei Eelationen zwischen x , y, z, so habon wir konst ante 
Werte 

X^x () , 

so daB die Eelation 

dz p dx + q dy 

dureh alle Werte yon p , q erfxxllt ist. Die (lurch die 
Gleichungen (19) dargestellten oo a Elemente bostohen aus 
dem Punkt (a? 0 , y Q , z 0 ) und einer boliebigon (lurch ihn 
gehenden Ebene. 

Wir verstehen rait Lie xxnter eincm Integral der 
partiellen Differentialgleichung (A) jede zweifaehe 
Mannigfaltigkeit von Elachenclementen (,r, y , •: , 
p , q ) , welch e der Gleichung (A) und der Eelation 

dz-pdx~ | </<D/ 

geniigen. Dureh diese Verallgomeinerung des Integral- 
hegriffs werden die zuletzt erwalmten Ausnahmofttllo in 
die Theorie einbezogen *). 

Der versprochene Nachweis kann folgondermafien ge» 
fiihrt werden. Da die Gleichungen (19), wenn man v ids 

*) Wir werden uns allerdings kflnftig wither auf Integral- 
fl&chen. beschrlinken, indem wir in butroff der Lienehen AufiuHHung 
der Integration der partiellen Differed ialgl<d<dumgeu ernfer Ord» 
nung mit zwei imabhiingigen Voriinderliehen auf den dritten A b- 
schnitt des Werkes verweison: Lie-fSehof fern. Ueoundrie d«r 
Beriilirungstransformationen, Leipzig I 81 W. 


§ 11. Integration vennittels dor Oharakiomtikon. 
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Die Differentiation der Gleichung F(x , y , z , p , q) 0 
nach v ergibt 


X dx 4 . Y- y - 4. p i£. 4- 0 ‘ * 

+ * dv + dv + y a® 




also ist 

Oder 


ay 


— W4 


V <9?; 


<3& 

V ~*T' 

1 dv 


dy 

q 

x dv 


av 


Su 


- -Z7 . 


Integriert man bei konstantem i? nach u , so erhalt man 


' wenn 


y 



7n 


<??<> 


Po 


<Z# 0 


~ Qo 


dy () 

dv 


den zu ^ = 0 gehorigen Wert von V darstellt. Da der 
Streifen (18) die Bedingung 7 0 « 0 erfullfc, so ist auch 
V — 0 , w. z. b. w. 

Wir haben demnacb den Satz: 

Es sei ein Streifen 


#0 = fM , »0 = U W J *0 * / 8 W 7 Po / 4 0) > 2o ** / ft («) 

gegeben, welclier nicht nnr die Bedingung 
=• p {) dx u • f/o dy {) 


erf ullt , sondern aucli der Gleiebung 

F(x 0 , y 0 , z u , p» , g«) 0 

geniigt, aber kein charakteristischor Streifen von 
(A) ist. Dann bilden die von den Pliiehenelemen • 
ten (* 0 , q 0 ) des Streifons anagehenden Cliarak • 

teristiken ein Integral der partiellon Differential- 
gleichung (A) mit den Gleicliungen 

®“9»x(«» /», /»(»)) . 

y « ?^(«, A(»), • • /■#(«)) , 
z=- <rA u ,f x(«), •••, /'■») , 

■P “ft («>/»> •••, /nW), 
«-ft(*»/x(t>)» ■ • AW) • 


§ 11 . Integration vermittoU tier Ulmrakteristikeii. r>. r > 

Deinnaeh isfc die 'Integration der partiellen Differential - 
gleiehung erster Ordnung(A) auf «Iie Integration des Systems 
gewdhnlieher Different ialgleieliungen (If)) Oder (lti) jsuriiek- 
geftihrt. 

Wir kdnnett nun auch die Integralflsiehe be- 
Htimmen, welehe durch eine gegebene Kurvo gehf. 
Die Uloiehungon dor Kurvo seien 

t\(r) , .Vo /»(»), >„ 

untor f \ % /‘ a , /’„ Hind unalytiHoho Kunktiouon von r vor- 
Htandon, weloho Hieh in dor Fmgolmng von r \ rogulnr 
vorhalton, Am don (Uoiohungon 


( 23 ) 


i //», » i /a* » f /t») d t 

(l if { , 

do p " do ' U " do 

hereclirion sieli die in der Umgebnng von r \ regnliireu 
Kunktionen 

l'«. / </„ /;,(«’). 


vorauHgonoi zt, riuB nidi ftir r 
Worto p n /’,(\), </,. /',( v) 

S )ot i*rmin;int o 

y, d/A. 

dr 


\ nus don <Sloiohungon (23) 
orgohon, fin* woloho dio 


Vu 


<1.< U 

<iv 


von Null vomddodon ink *)» Wir habon ho lan^dor Kurvo(22) 
don dor (ildohung 

/* (j ti « /A, % f /A# t ^f|j F 

gontigomlon Stroifon 

•At / i(*3 * /Ai /* I 1 1 » At / j ( Al * /At / 4 (r) « V«t /at**) * 
Dio von don Klomonion dlonos Sf roifoun nungohondon 
oharaktoriMtiHohon K ni von bildon dio gomioltto Integral- 
ibUdio, dorm (itoiohung wio obou uufgoatollt wird. 

Liogt dio gvgohono Kurvo 

* ' ^ 1 -A* t *tl ' * 

wo i 4l onto Kondiiuto uud 7 <*/„) oino in dor l uigobung 
vim i# M s 4 rogftliiro Funk t ion dmxtollt, in oinor mr 
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Ebene parallelen Ebene , so ist * (lurch y 0 zu orsctzen ; 
die zweite Gleichung (23) ergibt 

(25) % = 'p'(Uo) > 

und p 0 wird, wenn P 0 von Null verschieden ist, (lurch 
die Gleichung 

(26) J(f 0 > Vo » ViVo) > Po , V'W) 0 

als Funktion von t/ 0 bestimmt. Die Gleiehungon 

| a? = pj.(« , l 0 > Vo i <?%<i) ' i'li i r'O/o)) > 

(27) j 1/ = 9 / 0/o)) < 

\z = cp z (u, , f'iVo)) 

xnit den unabliangigen Veranderlichen u und i/o stellen 
die durch die Kurve (24) gehonde Integral nadie dnr. 
Ftir u = 0 , y 0 — ist 


ox 

< r y 


du ’ 

du 

. P« , Qo 

Sx 


"'10, 1 

Wo' 

^Vo 



der Voraussetzung nach von Null verseliieden. Die beiden 
ersten Gleichungen (27) ergeben also u und y Q als Funk- 
tionen von x und y , wclche in der Uingebung von 
x = fo , y = yo regular sind, und durch Einsetzen dieser 
Ausdrucke in die dritte Gleichung (27) erlihlt man z ala 
Funktion von x , y , welcho sich bei x *— £ () , y >/„ 
regular verhait*). 

Sind in den Gleichungen (IB) , ?/,, , z n von v un- 
abhangig, so ist die Gleichung 

da o = Vo dx o + % dy„ 

von selbst erfullt. Wir haben in deni gegebenen Punkt. 
(x 0 , y 0 , z 0 ) ooi Piachenelemente (x 0 , y 0 , z 0 , p n , q 0 ) , welche 
der Gleichung 

‘Ho, ~u> Vo, So) - <» 

*) Die Existenz einer (lurch cine gogobe^o Kurve gohondon 
IntegraHUiche der particllcn DifferentiulgUuchung (A} ini im gogen 
w&rtigen Paragraphon unnbhiingig von § 8 und § 9 von notion* 
bewiesen. 


$ ib Intimation vermittels tier Charaktcsratiken. 


57 

gemlgen und oimm JClernentarkegel bestinnnen. Dio bia- 
hcrigen Itatrachtnngen bieiben im wcsentlichcn bostehen. 
Dio von cl cm genunnten txd Klaehenelentenfcen unsgehendon 
Charakteristiken bilden ein Integral dor pnrtiellcm Diffe- 
rentinlgleichung (A) und zwar im allgouteinen cine Integral- 
llaehe, das „Integralkon<mi 4< init. der Spitzo (.r 0 , p {i , a? 0 ) . 

Wir heben noedi folgende Kigensohuften der ('harak* 
tdristiken di»r partiellen Oiffewntiulgleiehimg (A) hervor. 

Jede l n tegrulflaehe init; clem nieht Hingulfiran 
Flue hen element (,r tl , , -: l( , p„ , qj enthiilt die von 

dies e m F 1 a r h e n element a u s g e h e n d e F h a r a k t e - 
riMtik. 

Die Integralflnehe 

- '/'<>, .v) 

wird von dor Ebono .r .r„ in dor Kurvo 
x , s ■ ■ <l>(x u , I/) 

geHclmitton. Von denjenigen Klemeuten tier Fl&che 
z <*** i y), welelie cbm Funktcm dieser Kurve r.ttgchftren 
|und worunter sirli aueh das Fluehenelement f.r H , . . . t q n ) 
befindet |, gehen x ! FhaniUterisf iken huh, welelie eine 
I ut egralHaehe bilden und zwar, da dundt die Kurve imr 
eine lutegralHaehe gidit , genuu die Flarhe ^ dHr , j/) . 
I bese Flarhe cud halt die von dent Element kr n , . . , , q n ) 
attsgehende ( 'hurakteristik. 

Die Kurve 

f/JM) X • X n , s q (if) 

beriihrt das Flnehemdemeut (*r 0 » ,V*» » Am p w » ?<»)» wenn <jr(y) 
eine ladiebige airntytiscdte Funktion von ?/ fat, welehe die 
Hedingungen 

V (//.,) A, V'^/AD - ?<* 

rrfnllt. Die dttreh die Kurve* (2H) bestimmte Integral' 

fliicdie * du,r , •/) enthalt die t 'harukteriHtik, weirhe von 

dent Element tr M , , r/J nu^grht, Die Kneffkienfeii tier 
Poleiurreihe «, un kdnnen willkurlieh gew&hlt werdou, wenn 
ititr die Bedingungeii fur die Konvergenz erftUlt Hind. 
Ks gilt also tier Hut/.: 

Lings einer gegebeiten Fh arakteriatik berilltrett 
si eh tt fiend lie ts viele integralflneheti, welch© von 
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unendlich vielen willkiirlicben Konstanfcen ab- 
bangen. 

Ein cbarakteristis cber Streifen war in § 10 eingefuhrt 
als ein Streifen, welcber die Gleicbung 

dx __ dy 

~T ~~~Q~ 

befriedigt und einer Integralflacbe angebort, die sicb in 
der Kabe der Pnnkte des Streifens regular ver- 
bait. LaBt man die letzte Bedingung fallen, so bleiben 
nur die Gleicbungen 

dx dy 

dz = p dx + qdy , 

F(a>, y, z, p, g) = 0 

besteben. Im allgemeinen erbalt man durch Elimination 
Ton p und q aus diesen drei Gleicbungen eine Differential - 
gleicbung von der Form 

< 30 > 

Jede dieser Gleicbung genugende Kurve, welcbe keine 
cbarakteristiscbe Kurve ist, wird eine Integralkurve 
der Differentialgleicbung (A) genannt. Kacbdem fiir y 
eine beliebige Funktion von x gesetzt ist, bat man zur 
Bestimmung von z als Funktion von x eine Differential- 
gleicbung erster Ordnung. 

Jedem Punkt (x, y , z) einer (nicbt cbarakteristiscben) 
Integralkurve wird ein den Gleicbungen (8) geniigendes 
Wertepaar p, q zugeordnet. Yon jedem Element (x, y, 
z, p , q) des so erbaltenen Streifens gebt eine cbarakte- 
ristiscbe Kurve aus; diese cbarakteristiscben Kurven bilden 
eine Integralflacbe der partiellen Differentialgleicbung. Fur 
die Integralkurve und fiir die cbarakteristiscbe Kurve, 
welcbe das Flacbenelement (x , y , z , p , q) gemeinsam 
baben, gelten die Gleicbungen 

dx dy 

~Y = -~q t dz = pdx+ qdy ; 



§ II. I nitration vomiittela dor (•hftraktorxstikou. h'J 

fflr tile beiden Knrven Htinunon also im Punkt (x , y , 2) 
die Wert© dx:dy:dz iiborein. Die Integralkurve wird 
also von niimt lichen churukt eristisehen Kurven, 
welch© die (lurch Hie hi ndurehgehon do Integral- 
flitch© bilden, beruhrt. Die Integralkurve, welch© Idem 
nach ala Huekkehrkant© einer Integralfliiehe erHcheint, ist 
cine Hingulare Lime dinner Kh’iehe. 

Ain Beiupiel fur die Cauchy ache Integrations- 
method© diem* die Differentialgleiehung 

(a) pq xy 0\ 


Die Different inigleiehungen der Phuraktemt iken hind nneh 

(16) 

dx dy dz dp dq 
q p 2 p q y x 


oder mit 

RflckKicht auf (a) 


Aim 

p dx 

qdy 

1 dz •“» *rd/> — // dr/ 
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dr/ dtf 
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q If 
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wo die IntegrutionskonnUinten die Bedinguug 



l > O V.. 
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Die Clteirhungen c//> tmd (y) Hteilcu diel'liarakterintikeu dar. 

Uni die Ifitegrulfliieh© m hmtiimneig welch© durdh 
dim gcgehi ne Kurve 


qiiM 
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geht, setzen wir in den Charakteristikengleickungen O') 
nacli (25) nnd (26) 

ffo =<P (2/o) > Vo = ~ 


1o 


wir erhalten so die Gleichungen 

Vo ■ (x 2 


<p'(y 0 ) 


<p(yo) 


<p'(yo) 

aus welchen y 0 zu eliminieren ist *). 


£ 0 ) = ~~ (y 2 ■ 


Vo 


yl), 


§ 12. Die lineare partlelle Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Wir wenden die bisherigen Betraclitungen anf die 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(31) y, z)p rj(x , y, = V, *) 

an, wo f, y, t analytische Eunktionen yon x,y,z sind**). 
Setzt man 


so ist 


F{x, y , z,p , q) = Ip + y q 
8F „ ^ 8F 


t, 


P = 


dp 


-f , Q = 


8q 


Die in § 10 aufgestellten Differentialgleichungen der Oha- 
rakteristiken vereinfachen sich hier. Fur die Elemente 
einer Charakteristik , welche der Differentialgleichung ge- 


nugen, ist 


pP + qQ £ . 


Die drei ersten Differentialgleichungen (15) schreiben sich 

= f (« . y , *) , 

= r]{x,y, z) , 

■ = ?(*> y, *) 


jetzt 

dx 


du 

(32) 

dy 

du 


dz 


- du 


*) Die Cauchysche Integrationsmethode labt sich ohne neue 
Schwierigkeiten fiir eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit beliebig vielen unabhangigen Veranderlichen darstellen. 

**) Vgl. die Behan dlung der linearen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit n unabhangigen Veranderlichen in § 4, 


§ 12. Pie linear** Pifteivntialtdeichung ernier Onlmmg. {\ \ 


0(1(4' 

cm 


dr 

$(•»•. ?/, ~) 


dtf 

>i($, a , -) 


dz 

C(r, y , z) 


} 


Hie kfmnen, da nit* von p , i/ unablningig Hind, oh no Kiie.lt- 
sieht auf die beiden letzten hifferentinlgleiehungen (15) 
Integriert warden, tat .r .r„ , // // u , r * 0 ein Wert- 

nyntem , fur welehen die dm Funktionen nieht 

nsimtlieh versehwinden und in dense n Fmgebung sin sieh 
reguliir varied ten, ho ini eine und our nine uuulytisehe 
I Anting 


CM) 


it' tj j ( u , a*„ , //„ , £<,) * 

If V»( w * A » J/im -(») t 

* ’ " f /a (** f t Pi) * *u) 


tier Differentialgleiehungen (32) vorhattdnii, welehe die 
Bedingung erftillt: 

« ar u t i/ //„ , z filr u 0 . 

Mit nnderen Worlen , dureh den nieht singtdaren Bunk! 
(j \ t , // u , -rj geht nine und nnr eine elmrakteristisehe 
Kurve CH) dor hiiiVivnl ialgleirhung (3lg ha man die 
7U ,r ,r u gohbrigeu Werte und ; M ah w illktir liehe Kon 
■ fante unsehen kuna, ho si mi -V* rhamkteristisehe Knrveu 
voi hauden. 

Jeder eliuruktnristiHrhou Kurve eittaproeheu jet&t 
eluirakteristheho Htreifen, denn die bidden letzten Diffe* 
renihdgleiehungen (15) nehmen, worm mmi flir die 

Aundnleke (5 It mil lenten Werten von ,r u , ;/ IM z l% einset/.t, 
db* Form an: 


d p d q 

tin ihiu% p% H) * du (h{u ' P ' H) 1 

uitegriert man me mit d* r MuBgabe, dull fur u u p p it , 
#| (/,, Hein null, wuhrend zwhrheu /*„ und q %% die Bey.iehtaitg 

i * i /„ * 2 tl ) p u \ q (j it t »/„ , 2 t .) c/», C (.r„ , , :„f 

besieht , ho i rlrnlt man p , q ah Funktionen von u mit 
ellKir willkurlirlieii Konstunten. 

Ilnrrli rine Kurve, welehe nieht m den eluimkterkti- 
nehen gelidrt, 'M wie in t* 11 ein der I dfferentiidgleiehmig 
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genugender Streifen von Flachenelementen bestimmt. l>io 
Integralflache. welche die von den Elementen des Streifens 
ausgehenden Oliarakteristiken bilden, ist hier niehts anderes 
als die Flache, welche ans den von den Punkten tier ge- 
gebenen Knrve ausgehenden charakteristisehen Kurven 
besteht. Es gilt also der Satz: 

Die charakteristisehen Kurven, welche von den Punkten 
einer beliebigen nicht charakteristisehen Kurve ausgehen, 
bilden eine Integralflache der linearen partiellen Differen- 
tialgleichung (31). 

Die durch die Kurve 

*o = AM , jf«-/i M , *o - A M 

bestimmte Integralflache wird, nachdem die Differential* 
gleichungen (32) der Oliarakteristiken in der Form (34) 
integriert sind, durch die Gleichungen dargestellt : 

« = AM, AM, AM) , 

y AM, AM, AM) , 

z = <p 3 {u, AM, AM, AM) • 

Sind die charakteristisehen Kurven durch die Gleichungen 

*i(®, y,z) = C 1 , F t {x,y ,z) O t 

mit den willkurlichen Konstanten C u dargestellt, so 
stellt die Gleichung 

<I>{F x {x , y , a) , F t (x , y , z)) » 0 

mit der willkiirlichon Funktion <P eine aus oo 1 charakte- 
ristischen Kurven bestehendo • Fiache, d. li. eine Integral- 
flache der Differentialgleichung (31) dar. Dieso Fl&che 
geht durch die gegebene Kurve 

x = f iM , y / 2 M , z *= / s (a) , 

wenn man die Funktion </> so bestimmt, daB die Oldelmng 

<W[A M, •••], A [AM, ...])~o 

identisch in v erfullt ist. 

An die Stelle des Integralkonoids mit der Bpito* 
fao j Vo > *o) tritt hier die zweifache Mannigfaltigkeit von 
Flachenelementen , welche axis den re 1 Punkten der von 


§ 12- Di<‘ linoaiv I>itVoron{inIgloudninK ersior Ordnung. (>3 


(jr CM ?/„, z {) ) aimgehenden (*harakt.oriHtiflchon Kurvo und don 
"v 2 Ehenen honteht, welehc diene Kurvo beruhron. 

Beinpie! I. Dio DiffenudialgleioJumg dor Zy lindor- 
flaahan. 

Die OhanikteriMtiken tier Hnearen partiollen Differen- 
tialgleiehung 

a p j b q I 

ergebon nioh dureh Integration tier Different ialgleiohungen 
dx dp dz 

a b 1 

in dor Korin 

x az (\ f tj hz (\ ; 

m Bind parabola gorada Union, daren ltichtungHkosinuH 
Bieh wia a:b : l verlialtan. Jade aim nolchen Gerattan 
beMtehende ZylinderfUieho HteUl eina Intagmlfiiieha dar; 
ihro Gleiehuug int 

0 (x a z , p hz) 0 , 

wo 0 4 * 1 1 h * willkurliehe Knnkt ion darstellt. 

Beispiel *\ Die l >iftVivnt ialgleiehung dor Kegel- 
flaehen 

p{x ft) 1 qijf b) ** z v 
hat die hum don Different iidgUdehungeu 
dx dp dz 


/u beMftmmenden Dhuraktertatiken 
x .a .. v h 




t\ 


tliw Ht nd go rude lumen dureh tlen Kunkt fa 
nllgemetne Integral 



h , r). 


I >ttH 


nielli otiio Kegolflftehe mat dent Beheitel (/« t b , e) dar. 

Jlel«piol :i, Die DifferimtialgUdehmig tier lioia- 
tiomflieheii. 
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Die Differentialgleichung 

py-qa ? = 0 

hat als charakteristische Kurven die aus den Dil'iVrential- 
gleichungen 

dx dy dz 

y x 0 

sich ergebenden oc 2 Kreise 

oo 2 + y' J — C, , 2 =• 6\ , 

deren Ebenen der x y - Ebene parallel sind und deren Mil tel - 
punkte auf der 2 -Achse liogen. Das allgemeine Integral 

<1> (x‘- + y- , z) = 0 

stellt die Eotationsflachen dar, deren liotationsac.hse die 
z-Achse ist. 

§ 13. Der Ort der Riickkehrpunkte der 
cliarakteristischen Kurven*). 

Bisher waren die (nur ausnabmsweise vorhaudcnon) 
singul&ren Integrate der partiellen Differentialgleichung 

(A) F(x, y , z, p , q) - 0 

ausgeschlossen, d. 3). diejenigcn Integrals, welclio die Glw- 
chungen 

P = 0, P-0, <? 0, X\pZ 0, Y [qZ 0 

befriedigen. 

Indem man p und q aus den (iloiehungen 

(35) P-0, P 0, Q 0 
eliminiert, crli&lt mail die Gleiehung 

(36) 2t(x, y , z) 0 , 

welche nur ausnahmsweise cine Integral fliiehe von (A) dar- 
stellt; im allgemeinen bildet die Eliicho (36), win wir zeigon 
werden, den Ort der Buckkohrpunkto <ler churaktcmti- 
scben Kurven. 

*) 2u § 13 und § 14 vgl. Darboux, Memoiro nur lea Kolutium. 
smguli&res des Equations aux ddrivdos partiellen du premier <mirn 
(Mdm. des savants (Strangers, lid. 27). 


§ 11 Per Ort der Rttckkohrpunkte uhw. 


05 


Es sei 

0 - a? 0 , y - ?/<> , s «* * 0 , p - p 0 , s =** 9o 

ein den dm (Heiehungen (35) genflgeridea Fl&elumelement, 
atao 

w x {l , y -i/o, z^z {) 

ein Punkt der PUiehe (3(>). Dureh eine, KoardinatentranB- 
formation sei dither Punkt. in den AnfnngHpunkt and jene« 
Fliiehenelement in die ;r;/ Hbene verlogt; wir kdnnen also 
vorauHHetzen, daB die drei (Heiehungen (35) dan Plaehen- 
element 


ar 0 , y 0 , z 0 , p 0 , (/ 0 

gemein haben. Die Panktion P nei in der Umgebung 
dinner Werte regullir, ho daQ nie ftich in eine Potemmuhe 
von jp, i/, Zj />, q entwiekeln lilBt, in welcher dm konstunte* 
(Hied and, da ftir die Nullwerte der Argument** P O , 
(J 0 ist, aueh die Koeffi/.ienten von /> and q verneliwimiem 
Man hut also 



u.r ; hij i vz I p{a\r i b’y * <•';) l q[tt'\r | b"y \ c"z) 
i | A }P ! Ppq ( i <'q x l tf (a*, y % z) \ . . . , 


wo q (jc , y , z) eine gauze homogene Funktion zwtdten 
(trades von a* 9 y , z mi ami die weggeltiBBeuen (Hinder 
mindeBtens von tier dritten Dimension in bezug auf m * y , 
5 , p , q Hind, Dann ist 

P n \r j t/y j c'z | Ap 1 Hq ! . , . * 

V « # V \ h 4 *y i r”z j Up f Vq | 

X « 1 «'/> i &”q I * ** f ‘**i 

i X 

V b I b'p I b"q i ' '' ' ! .... 

« 1 «•> i c"q i 't i • • • • 


it tirii# iaff^rniitUlKlrirlittnffvn, 


b 
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Die Differentialgleiclmngen (15) (ler Ckarakteristikon sind, 
wenn. wix rechts jedesmal die Glieder niodrigator Dimension 
anschreiben : 


(38) 


dx 

du 

dy 

du 

dz 

du 

dp 

du 

dq 

du 


= a'x + b'y + c'z -|- A p | Hq j - . 

~a"x + -b"y + c"z V Bp Oq ! • 

= p(a'x + b'y •( c'z) ■ q(a"x ) b"y 
+ Ap 3 + 2Bpq + Oq- I .... 

=-* « + • • • , 

- - b -I- .... 


Um die von dom Fl&chcnelement x 0 , y U, s (l, 
p — 0, q — 0 ausgeliondo Charakteristik zu fitulon, into- 
grieren wir die Differentialgleichungen (38) untcr dor Vor- 
aussetzung, daB x, y, z, p , q fdr «=»0 versohwindtm. 
Dann ergeben sich x , y , z , p , q ala Potonzreihon von u , 
die wir nach dein Maclaurinschen Satze barectbnen. 'An- 
n&chst iat*) 

(f)«o, (f) <>, (f 

\du/() \<lu / o \d-H ! a 


ferner 


:: i <*■ (in "■ 




du*h ^ \d 
du^ln 


M 4 c( d<! ) 

*/,. ' d u /„ 


(A a | Hh), 
{Ha | Vb), 


*) Unter (</■)„ wird dor Wort dec FunkUmi >/•(«) I'ili ti ti 
vorstandon. 
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§ 14. Eigcnsehaften dcs singul&ren Integrals. 


also liat. man 


(39') 

und 

(39") 


| V =--- —au+ 

\ q ,-= —6 « -| • . . . 

I x — A (yl a J5 b) u~ + 
\ n — A (B a + Cl>)u~ + 


? 

5 


die F-iriMcteung diesor Reihon in die dritte DifCerential- 
gleiclmng (3H) oder 

dz dx du 
du ^ du ® du 

ergibt, 

f {A a- 2 ft ab + C b 2 ) it 2 -| • . . . , 

a u 

und daraua folgt 

(39"') 2 > (A a 2 | 2 />* a. b | C b 2 ) «» | .... 

1st. An I />b von Null verschieden, so erlnilt man 
durch Klimiunt ion von u zwei (ileiehungen von dor Form 

(lid a \ .(• 1 . . . , r - //;r | ... 

al* Cleiohungen derjenigon elmrsiktcristischcn Kurve, welch o 
die »r // - Khene Ini Anfnngspunkt, .-r ;</ sr ^ 0 boruhrt- 
Die Form der (Ueiehungen (40) zeigt; aber, daB der An- 
fnngspmikf, ein Kiiokkehrjmnkt dieser Kurve ist. 

I Hermit ist. der Sate bewiosen: 

Hie (lurch Flimination von /> und q avis den 
droi (! leiehungen F O, P 0, Q 0 entstehende. 
0 leich ting /( ’(/, //, :) <> stellt im allgemeinen den 

(lit der R iick kehrpu n k te der oharakt eristischen 
K u r ven der part idle n 1 > if ft* re ntinlgleio.hu ng( A) dar. 


t; 14. Klgenschaften lies singuliireu Integrals. 

Wir nehinen jetzt an, die part idle Uillemit.ini- 
gleiohutig (A) huhe eine singular!* Lbsung 

til) - 
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welche nickt auch der Gleichung 


geniigt. Wir suchen diejenigen charakteriatischen Kurven, 
welche die Flache 2 = <P(x, y ) in einem gcgebenen Punkte 
beriihren. 

Durcli die Transformation 

z — <I>( x , y) + s' 

wird das singulars Integral a — <I>(x , y) in oin aingultlres 
Integral z'—O der transformierton Differentialgleiehung 
iibergefiikrt. Wir kbnnen demnach annehmon, die Diffe- 
rentialgleichung (A) besitze die singulare L Anting 

z — 0 ; 

wir fragen nack den charakteristisehen Kurven, welche 
die Ebene z — Q im Punkte x — a?„ , y y n , s 0 be- 
ruhren, Oder nack den Oharakteristlken, weiche von <lem 
Element 

x = x 0 , y ^y 0 , s => 0 , p *» 0 , q ™ 0 

ansgeken. Wenn fur dieses Element Z von Null ver- 
schieden ist, laBt sick die Gleichung (A) auf die Form 

(42) 0 = (/>(x, y,p, q) 

bringen, wo 9 v in der Umgebung von x = x „ , y //„ , 
V = 0, g = 0 regular ist. Fur jedea Element der Hingu- 
laren Integralflacke, d. It. fur 

z — 0 , p ™ 0 , q 0 

sind die drei Gleichungen 

F - 0 , P <) , Q 0 

oder 

z = <p(x,y,p,q), ^ - 0 , ^ « 0 

gleickzeitig erfullt; daher folilen in w , ^ . <1(p <Iie von 

dp < q 

p und q freien Glieder, so daB in </• (Hinder, welelte in /> 


§ 14. EiKonBcbafton (U'.s Hingulilron Integrals. (><) 

und q von geringorem ala dom zwoiton Grad aind, nieht 

vorkommon kbnnon. Wir aehroibon 

(43) <p l A p' J | B j> q -|- | C q* - 1 . . . , 

wo die woggolaaHonon Glioder in bozug auf x .r„ , 

if i/„ , p , q mindoatons voni dritton Grad, in bozug auf 

p , q mindoatons vom zwoiton Grad wind. Dio Difforential- 
gloiohungon dor Gharaktoriatikon achroibon aio.h liior, wenn 
nuui in don Formoln (lb) 

dl 

du 

aotzt: 


dx 

dt 

% - 4 ’’ 

"1 Hq 

di/ 

dt 

*: ■ *> 

f Oq 

dp 

<v 


dt 


P 1 * 

dq 

< r 


dt 

« < .* 

n ! * 

\ Wi 




vior Vorundorliohon .r , if, p , q miudostous vom zwoiton 
Grad, in bozug auf p , </ ulloin in don boidon orston 
Gloiohtingon mindoMtona vom orston Grad, in don boidon 
lotiiton mindostons vom zwoiton Grad. 

Hotzt man 

v ip't q*-*tq\ 

ho diiw IHffmMitinl^lt'ifhungoik illwr in 

d * * # * # . 


• * t 
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wo die rechten Seiten Potenzreihen von l, x, y, p'> 
sind. Sind die Werto «, fi, welche ?>', q }ur t - 0 ^ 
nehmen, beliebig vorgeschrieben, so crgeben mh x,y,p 
als Potenzreihen von t. Insbesondere ist < 


(460 

ferner ist 
(46") 

Aus 


x — x 0 + {A a + B P) * 4 " 
V — Vo 0* (jB « + 0 p) t -f 


p*=> at - 1 • • • • , 
q^flt + .... 


da dx dy 
It ~ V dt ‘ l? dt 




folgt 

(46 w ) a ~ (| A a- + it a /i + A 0 p 3 ) t- -f- 


Da die Differentialgicicliungen (45) ungeiindert bleib^ 

wenn man t duroli hi und gleichzdtig p\ q durch P . , -9 

" h 

ersetzt, so konnen anch die Konatanten a , p dureli ^ ^ 

ersetzt werden, ohne daB die Gleiohungen (46) due and^j. 
Charakteristik darstellen. Wir haben demnach oo 1 (v 0 | 

der Konatanten v abh&ngige) charakteristiMC.be Kurve^ 

P ' , 

welche die singulSro Integral fliieho a 0 int Pnnkt r — ® 0 
y = y Q , a = 0 beriihren. 

Sind a? 0 , j/„ die Koordinatcn cities beliebigen Punkte 
der Flacho z 0, so stdlon die Gldchungen (46) '■v 3 Cha, 
rakteriatikcn dar; os fragt sich, wio wir dieselbon zt warn men 
fassen musson, urn cine Integrulflilcho der partiellen Diffe 
rentialgleichung zu orhalten. 

Setzt man 

„ da da? ( y 

v-** -~v <7 


vv 


dt> 


wo v einen Parameter darstellt, von welchem die GrOBei 
x 0 , y 0 , a : ft abh&ngen, so ergibt sich wio in ft l ! (S. 53 


bv _ i BV 
fiu ” dt 


V, 


§ u. Eigenuctiaften des siuguliiren Integrals. 7t 

d;t, worm die purtielle Tlifferentialgleiehung ant dip. Form 
F f/ (.r, 1 / , p , q) s 0 

geliraehl wird, 7. I is I . Man but. also 

V ( y t, 

wo <■ <l(>n YYert von 

' I' <1> < ,r , '<1 di/ < .r < p < u t q 

< l ' P <t ’ i p < I <i v < / < r < I 

fur l O durst (>lll. I’ versohwindel daim and nur il.mn, 
wenn C o ist,. Das Versehwindon von V ist. aher die 
Bedingung dafiir, duti die Chumkieristiken ( Id), in welehen 
?/«, a:/? gegebene Funktionen von » siml, eine fate 
gralflilcho darst(“llen. 

Nun iKf. fiir t 0 


t ,r 

€ t 

A \ 

1 Hfi, ** 

ti \ i 

<!/i. 

< P 

H x ' 

<t 1 ’ 

*hr 

< r 

d.r„ 
dr ’ 

< !f 

• r 

di/„ 

dr ' 


< p 

. o , 

<< V 

( q 

0 V 

t r 





dp 

)■ 



I>ie (Heiehungen (>!(*') und (4(5'") stellen also eine Integral 
f I'd 1 lie dar, 'Venn .r„ , >/„ . \ : ft Funktionen von v sind, 
welelte die Medingung 


( 47 ) 


d.r„ 

d P 


I /*' 




dr 


<1 


erftillen. 

Bind , i/„ konst ant , so ist die Bedingung { 17) er 
ftillt; tlie Charakteristiken, welehe die singulare Integral 
fldehe * tl im I'niikt x x„ , if i/„ , r n bet idiren, 
Widen eine Integndflaehe. 

Ist in der smgulnren Integralfluehe .* n cine ana 
lytlsclie Ktirve 

< 48 ) -n. M*’>, i/„ f,(r\ 


72 n. Abschnitt. Differentialgleichungen erster Ordnung. 

gegeben , so stellen die Gleichungen (46) mit den Para- 
metern v nnd x : p oc* Cbarakteristiken dar. Ordnen wir 
jedem Wert von v den durch die Gleicbung 


t x 


d s0q 
dv 


8 ^ = 0 
r dv 


definierten Wert x : ft zu, so haben wir oo 1 Charakteristiken, 
welcbe eine Integralflache bilden, die die singulare Integral- 
flache z = 0 langs der gegebenen Kurve beriihrt. Durcli 
die Kurve (48) gehen demnach zwei Integralflachen, welcbe 
sicb langs dieser Kurve beriihren, namlich die singulare 
Integralflache und die auf die beschriebene Weise von 
den Charakteristiken gebildete Flache. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen laBt sich in den 
folgenden Satz zusammenfassen: 

Besitzt die partielle Differentialgleichung (A) 

F{x, y, Z, p, 2) = 0 


ein singulares Integral 

so gehen von jedem Element (x 0 , y 0 ,z 0 , p Q , q 0 ) der 
Flache z = in welchem 


6z 

nicht verschwindet, oo 1 Charakteristiken aus*). 

Die Differentialgleichung (A) besitzt eine Inte- 
gralflache, welche die singulare Integralflache 
z~= 0 in dem Punkt (a? 0 , y 0 , z 0 ) beriihrt, sowie auch 
eine Integralflache, welche die Flache z = <P langs 
einer in derselben beliebig gegebenen analytischen 
Kurve beriihrt. 


*) Dabei ist vorausgesetzt, dais die Funktion # in der Um- 
gebung von as = x 0 , y = y 0 und die Funktion F in der Umgebung 
x — x Q , y = y 0 , 2 = z 0 , p — p 0 f q — q Q regular ist. 


§ If). VollstfindigoH Integra]. 
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$ ir>. Vollstiindiges Integral*). 

Unter einem vollstiindigen Integral dor par- 
tiellen I>i fforentialgleiohung (A) 

F(x, a , z, p , <]) 0 

vernteht man ein von y.wei willkurliehen Kon- 
s tan ten «, b ahhiingigea Integral 

(•*!») ~ Hr, '/, «, l>), 


welches ho beschaf fe n i.st, dal) (lurch Kliminat ion 
<Ier KoiiHtanton a, b huh der (ilelehung (111) und 
den bidden (lleiehungen 


(50) 


V 


<><!> i </> 

fix ’ q V « 


dies (Hoichung (A) und nur dioae eninieht Legt 
man don Uriifinn a, b fmto Werto bed, bo stollon din Old - 
elnmgon ( lb) und (50) zwisohon don fiinf OrttBon i/, z, />, q 
<x> 3 Flaehonulomonto (.r, ?/, 2 , p , q) dar; hi Bt man dagogon 
a , h variioron, so wordon duroli din (Hoiohungon { I H) und (50) 
x 1 Fluoheuulnmoutn dargostolll, <li«* mil don x 1 Fhtohon 
olomont-on (,r , if , z , p , <() < woloho dor < iloiohung 

Pi* 1 a 1 - , p , if) 0 


gomigon, idoniinoh Hind. 

Int cun voIlKtiimiigoB Integral (45) gogoban, ho ini din 
ztigohdrigo jmrtioUo bifforontlalglidchung (A) bmtimink 
Man orlrnlt mo durch Kliminatioti von a f b nun dor <Hoi- 
ohung (40) und don boidon Uloichungon (50), Wir fanson 
p , q jiIh Funktionon von a , h utif und hot mold on din 
Funktioimidotorinimintn 


< p 

( /» 

! t up 

1 *«/» 

1 1* 1 

( i, 

c Or drt 1 

i ,r t h 

Pq 

1 > 1 

! r up 

t -up 

Pa * 

• i> 

t if t 11 

t tj vb 


*) liio Farngmphon la 17 imihfdOnt di«i vm» La nr mi#«» tin 4 
Mongo t»*gHmdoin Thoorin drr partial Ion r« ntiiilghdohmigoii 

«r»tar Ordmmg. 
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Waren die Elexnente dieser Determinants, d. h. die 
partiellen Ableitungen von p und q nach a und b , saint - 
lich Full, so waren p und q von a und b unalthiingig, 
also nur von x und y abhangig; es wiirden also zwci 
Gleicbungen zwischen p , q, x, y bostelicn und nieht, nur, 
wie vorausgesetzt wurde, die cine Gleichung (A). Wir 
haben zwei Falle zu betracliten. 

1. Die Determinante A ist von Null versehieden. Dunn 
ergeben sicb aus den Gleiehungon (DO) a, b als Funktionen 
von x, y, p, q ; dumb Einsetzung dieser Wert c in die 
Gleichung (49) erhalt man eino Gleielnmg zwischen .r , y , 
z, p, q, in der z nieht fchlt, d. h. eiue part idle Diffe 
rentialgleiehung crater Ordnung. 

2. Die Determinante ,1 veraeliwindet, alter nieht. 
saintliche Elemento dieser Determinante. Dunn besteht 
zwischen p und q cine Delation, die zwar a:, y ent halten 
kann, aber von a, h unabhangig ist; denn I ist die 
Funktionaldeterminanto von p , q , wenn diese G ration 
als Punktionen von a, b betraohtot werden. 1st •/.. 1!. 

dq v~<I> 

db dydb 

von Null verschieden, so ergibt sicb aus der zweiten Glei- 
chung (50) b als Funktion von q , r, y, a , und dureh 
Einsetzung dieses Ausdrucks in die crate Gleichung (50) 
erhalt man p als Funktion von q, ,r, //, welehe von a 
unabhangig ist. Man hat also cine Gleichung zwischen 
x i ?/> Vi d. h. cine particlle. Different ialglcieltung, in 
welcher z nieht vorkommt. 

Kennt man von einer partiellen Differentialgleiehnng 
(5!) F(x, y , p , q) 0 , 

in welcher z nieht explizit vorkommt, ein Integra! 
z^<l>(x, y, a) , 

welches nur eine willkurlicho Konstante a , alter diese 
nieht additiv*) enthiilt und so beschaffen ist., dall sieh 
aus den Gleiehungon 

dtp dtp 

7 ' ‘ S, 

^onstante a wfiro in <t>(x , y , «) lulditiv onthaHett, 
wenn <P(at, y, a) — a von a unabh&ngig wttro. 


§ ID* Vollst&ndigeH Integral. 


i ; > 


dutch Elimination von a die Gleichung (51) 
atellt der Auadruck 


(52) 


~ , y , a) I I) 


ergibt., so 


mit den willlcurliehen Konstnnten a , b oin vollstiindiges 
Integral dar. 

Die Hxistenz nines vollsliindigen Integrals von (A) 
ergibfc sieli aus dem folgenden Hatze (vgl. g K). 

Die Funktion F{x , y , s, p, y) sei in dor Untgebung 
der Stella x - x„, y »/,, , z z n , p p u , y y u regular; 


i [,< 

an d laser Stella sei F (I, alter . von Null versehiedeit. 

Op 

Ks sal eitio in der Unigebung von y y „ , a a„, b b„ 
rcguHiro Funktion y(y, «, h) gegebeti; fur y y„ , a a„ , 
k *mb n aoi , 

vtp t 'up 


thj 


% 


ty vb 


0 


Dmm wird die partiello Differentinlgteieh ung (A) durch 
dna analytiacho Funktion z~- <P{x, ij t a, ft) befrtodigt, 
weleho Hic.li in der Umgebung von x x {) , y //„ , a d IM 
ft » ft u regular verlmlt. uud ft'ir x x {i in die gegehene 
Funktion */(//, <i , ft) iihergeht. 

I*ieser Sat/, folgt aus dem in f 2 ausgcsprodienen 
Exist cn/t heorem fiir cine part idle Different iulgldchung 
mit n umtbhangigeu Vcriinderliehen, indent man auBer 
y auch a , ft als tumbhiingige Vcriindcrlicho betrachtct, 
w&hraud F weder a f ft noch die partidlcn Ableitungen 
von % nach a , ft enthiilt. Nadi der iiber die Funktion <p 

i 3 0 

gomuchteu Ammhme kann f nicht identiach ver- 

<y eft 

Hchwimien; da nomit nicht alio Elemente der obon mil 
I be/eidmeten Octcrmimintc verachwinden, ho 1st. das 
Integra! a *t* vollstUmlig. 

Audi das Intcgrnlkonoid mit tier Hpif/e fjr 0 , y 0 , z i% \ 

nielli, wenn jr 4 , test. i«t, */ u a, z n ft ids willkurlidie 
Konatante mifgcfaUf- werden ? ein vollstandiges Integral 
dnr*), 

*1 Fttt* die Hnmre IdtlVr«aUiii!g]idrhung art it das hitejmd* 
kenoid min if I?|; vnJMimdm*' hitrgrnF im ervvritertrn Id estdeit 
Siittin, wtddiis kdiui Flkdit a aimi, wollen wir jrdocli hk?r nicht 
beiraohUiii, 
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§ 16. Ableitung des allgemeinen Integrals uwd der 
Charakteristiken, sowie des singuliiren Integrals aus 
einem vollsthndigen Integral. 

Ans einem vollstandigen Integral (49) 

s = <P(x , y, a, b) 

einer partiellen Differentialglciehung lassen sieh ulle an- 
deren Integrale herleiten. Dio Oleic, hung (A) ist das lie- 
sultat der Elimination der GroQcn a, b aus der Oleic, hung 
(49) nnd den Gleichungen (50) 

d<r> <'■</> 

^ ~~ dx ’ ^ dy 

Wir suchen jetzt a und b auf die allgemeinste Weise als 
Funktionen von x und y so zu hestimmen, dafi der Auk- 
druck (49) der partiellen Differentialglciehung (A) genilgt. 
Oder, was auf dasselbe hinauskommt, dull die dm Glei- 
chungen (49) und (50) zusammen beatehen. I lurch par- 
tielle Differentiation des Ausdrucks (40) erhiilt man, weun 
man auf die Vorandorlichkeit von a und b Hiicksieht 
nimmt: 


<ni> 

<10 

da 

d‘0 

db 

Tx + 

da 

da 

' db 

dx 

d<i> 

d<l> 

da 

d0 

db 

dy '' 

da 

dy 

r db 

dy 


Damit die Gleichungen (50) erfflllt Hind, muii sein: 

d<P da dft db 

da dx db da ’ 

(53) { 

d<fl da d<I> db 
l la dy + db lx, ~ ° • 

Sieht man von dem Fall ab, dafl a und b beide konstant 
sind, so kdnnen die Gleichungen (53) auf *wei Arten be- 

friedigt werden: 


§ |ii. AhlmtunR den alliwmdtit'ti Inte^'mln ohw, 

l. Bind < f* uud ' ! nicht Iwidi* Null, no ini 

da do 


r« 

4* ft 

i 

c jr 

( jr 

4 44 

4 If 

* H 1 

f 1/ 


i hfstHit hNo zwim'hvn den Fun ktimieu a % h von ..r , it 
te IMuiitm, welelie h eidlmlten mono uud w **l«*li#* wir 
I die Form hrinpm; 

■I) b — #;»(# t) . 

t. die Ftmktion *p willkiirlieh angetiomtuen, mi mltifcitwtt 
*h die Iiolden CHeiehungen (53) ittaf die nine Citeieiamg 


r») 


60 

va 


iup 

4 ft 


r # (4i) - II . 


or A tint! ruck (4!lt, in welrhein n nml ft dir dumb die bid 
*n < ileirhtnieeft (f» I > uud UV»| \ivHt4uimU'n Funk! omen um 
, If dltndeUt'U, i N 't ein 1 fit**; f;d di’T | Iriii li 1 Ofl'iTeiil iil! 
oicduillU (A), ttrlrhrn UUi eiliei wdlk Ut'hfheU Fliuk I ton v 
duund nnd jiIm ai!|»rnn*HH‘H Itile^rul bivetrhnef ivird 
«f « (feniigeu tile Futikfimten ** , ft von ,r, n den I «Uo 
nmjdmu 


«) 


f 0 

~ « . 

< 14 


# *|* 
rfe 


I! 


> hI idli i lor Attmirtifb M*d| idmiifiilln niff integral der inf 
refit htlKlrirhuug (A I dur ; wir werdeii dull e.n eiu 

UKulumt fnlegnd im frulieren Hume inf. 

t hm iiUgHindne tntegnd , weltlum eriudtiHi ward, in 
on limn 


li v (ti l 


ftfct mid a mm deft I ileiidmngeit 


*) 


* ■ , Jf » *4 * fti » 

« * 1 * * 0 Ah 

f — H 

ft* ’ «* 6 d*i 
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eliminiert, stellt geometriscli dio Einlmllende dor von dom 
Parameter a abliangigen Plachensehar 

(58) a = <T>(x, y, a, </(a)) 

dar. Die Gleiclmngen (57), worin, nachdom h <y (a) go- 
setzt 1st, dem Parameter a ein bestimmtor Wert, boigologi 
wird, stellen die Sclinittkurve dor Klaoho 

£ - , V, <h V 00) 

mit einer unendlieh bcnachbarton Fliieho dor Nolmr und 
zugleich die Beruhrnngskurvo dor Fliieho mit dor Kin- 
hiillenden der Fl&chensehar dar. 

Burch dio Ivurve (57) gohon also y.woi Irdegralflaohen 
von (A), welche sioh Kings diesor Kurvo hon'iliron; damns 
folgt, daB dio Gleiehungon (57) oino oiiaraktorist iseho 
Kurve darsteJlom Dio nllgomoino Inlogrulflaohe, doron 
Gleichimg flurch Elimination von a aus (57) entstoht , sotzl 
sieh aus oc 1 elmraktorisfischon Kurvon (57) mit dom Pa- 
rameter a zusantmeu. 

Sind a, by g boliobig vorgosehriobono konst an tv <5rd- 
Ben, so laBt sick cine Punkfion tj> m wfthlon, dnB 

b ,/>(«) , c < r '(a) 


wird. Die Gosam (licit dor (dmraktoristiBolion Kurvon {57 1 
kann donmach (lurch dio Gloiohungen 


( 59 ) 


* 


( I>(x 


<•<!> 

fa 



0 


mit den willkurlichen Konst, anion a, b,r durgostelH werden. 

Diejenigcn chamkteristwehmi Kurvon, welelm dinvli 
die Gleichungen (57) mit h </ {a) (largest, -tit went, -it, be 
sitzen oine einhiillendo Kurve, deren (Sleieliungeti dttreli 
Elimination des Parameters « atm den drei Gleiehungen 

z- <I>(x, y, a, b ) , 
d</> (5 <l> <lb 

("a ob da ^ ’ 

joi 1 ! (lh M’fdby , < <]> , t*b 
da® dadb da ‘fib* Ida/ < b da* 


(GO) 
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(f (a) orhalton wordon. l>kw oinhidlondo Kurvo 
n Btimtliohon cJiurnkioristisohon Kurvon (57) bo- 
io 1 st. oino Uuekkohrknnto dor von don oharakto- 
u Kurvon (57) gobildoton I utogralfliiclio odor oine 
kurvo dor Difforont iuloloiohnna (A). 

* </*(.*•, a , <* , fc) 

1 st unditfoa I nto^ral dor pa r t iollon Difforon - 
o h u n# (A) unci 7 * (Vi) cm no will k u rl io ho Funk* 
o at edit dio Kin It u Hondo dor Flit ohonsedtar 
> 1 / , (U 7 (nj) oin alltfomoiuos Integral da r. 
t charaktorintisohon Kurvon von (A) word on 
lie* Oloicdunigon 

s - .'/» « < fr) r 


1 d red willkilrlichon Konat ant on a,A,o da r- 
L 

*joni*;on tdta rak t oris I isohon Kuivott, f dr 


/> ^ l«) , o *f 7 it) 

do n die* o hi j*o allround no I nl oaralfliioho ; 
MMi als oin hit Urn do K nrvr oino Idirk kcdir • 
ioaor Fhirho, d. h. id no I ut-o^ralk ur vo von (A). 
iUon dio <-v !? Ftiiohou (HI) 

•? *t*lr . if , n ? h) 

Ikuaiui lorn u , b oino Kinlnilbaido 

)• 

t. man di oho duroh Kliudnalion vein n mid h nm 
dmngl-l'di uml don boidou < tloiohttunou 1 op, Jodoiu 
II dor Kudiuilondou mi t doU Koordinuton „r , </ , 

! d rin Worfopnar #1 » h t wrlohos don droi (Hot 
f I9| nnd (5 i»i aoniHd ; ini 1 ‘imUr ,1/ bordhron 
Kinhullondo t */M.r * yl uml dio In! j*r;dfldrho 
?M* ,/n, Ido idloiohiin^ (di)orgibt dalirr im Fuukto ;!l 
i Worto vnii /# » (f * win dio (iloirlmua {- 4 ** 1 ; iltun • 
it nil'll tlir rilrioiiungfdl 1 oino Ftbung dor partioHoa 
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Differentialgleichung (A) dar. Dureh den Punkt M gehen 
oo 1 charakteristisclie Kurven 

<50 <10 

a = 0(a?, y, a,b), ^ + c ^ - 0 , 

welche den angenommenen festen Werten von « , b , aher 
einem -wiUkurliehen Wert von c ontsproehen ; jcul(‘ dieser 
Kurven beruhrt die Einlnillende im Punk to M . 

Von einem Element (on, y , z , p , q) dor Flae.be 
z = <P(x,y) geben also unondlich vide OharukteriHtiken 
aus; daraus schlieBen wir, daB die Elemonto (,r , // , a , /> , //) 
der Flache (61) niclit nur der Oleidiung 

F(x, y, s,p,q) 0, 
sondern aueh don Gleiclmngcn 

P - 0 , Q 0 

genugen. 

Denn ist («„ , y n , z 0 , p n , q„) ein Element, ftir welches 
F ~ 0 , abor P von Null verHchieden ist, ho gibt man den 
Differentialgleicliungen der Gharakteristik die Form 

dy . 9 
da P ’ 

da p P -j- q Q 

dx P ’ 


dp X-\-pZ 

dx P 


dq V qZ 

dx /' ; 

da die rechten Soitori dieser Gloichungen in der Umgebung 
von x «= « 0 , y =» , a a„ , /> — p„ , (/ (/„ reguliir Hind, 

so gebt von dem angogebenon Fliiehenelemenk eine und 
nur eine Charaktoristik aus. Wenn far da« gegebeue 
FlSchenelement P 0 , abor Q von Null verHchieden 1st, 
so kommt man zu dGinselben Ergebnis, indem man x und y 
vertauscht. 

Wenn eine Lbsung a - 0(a> , y) der partiellen Diffe- 
rentialgleicbung (A) den Gloichungen 

P 0 , Q «■ 0 
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geniigt, 80 erfiillfc aie auch die Gleickungen 

X-\pZ 0, Y + qZ~* 0; 

aie iat alao eine mugul&re Ldaung im fruheren Hinne. 

1st, 

~ !h «, >>) 

eiii vollstandigcw Integral der partiellen Diffe- 
ren tialgleiehung (A) und boHitzt die Fla ehenHehar 
z ( l*(x , //, «, b) mit den Parametern a t b eine Fin- 
in'! lien de, ho h lad It diene tun HinguliireH Integral dar. 

In § 14 wurde. gezeigt, d&B eine ningulare Integral- 
fltiehe z <l>(£ , i/) in einem beliebigem Punkt 

w «» 05 ,, , y « r/„ , s u <l>{ a?„ , I/ll) 

von oilier anderen Integral fliiche berilhrt wirtl; ea kann 
demnach jede aingulilre Integralfl&clie ala Einluillende oiner 
vSchar von IntegralfUichen mit zwei Parametern aufgefallt 
warden. 

Heiapiel. Die Differen tialgleiehung 

<1 t\p) 

hut dun allgemeine, Integral 

- 'ir-l’/Wy-M'i 

denn dureh Elimination von a, h aua dieaer Gleiehung 
und 

1> « » '/ /'(«) 

ergibt aieh die I Afferent ialgleiidmng. 1 >a« allgemeine 1 ntegral 
wird erhalton, indem man b «/ («) netzt und die Kin 
hiilleude der Kbenensehar 

* tu | /'(«)) / i '/ (a) 

dureh Kliminution von a huh der let /.ten Gleiehung und 
der tileiehuug 

u .r * / ’(«). v i v 'nil 

benUtnm«. Die dureh dan allgemeine Integral dargeeteUten 
Kliiehen Hi mi ahwiekelhar. 


H«rn # VurUmU* t»niigfr*j 
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Beispiel. Diejenigen Flaclicn, fur welehe die Lange 
der Normale zwiscben der Flacho und dor xi/- Ebone <l<*ri 
konstanten Wert R liat, geniigeu dor Different ialgloio.hung 

R 3 

(*) V~ + f « - 1 • 

Sie hat das vollstandigc Integral 

{§) (»- a)* + (y -»)* + «*- 

denn durch Elimination von a und b aus dioser (Uoiehung 
und den G-leickungen 

x — a a b 

V = 5 „ » <1 - s 

entstelit die Diffcrentialgloiohung. Dio (ileiehung (//) 
stellt eino Kugol vom Radius It dar, <lert«n Mittelpunkt 
(a, b, 0) ein beliebigor Punkt der xy - Ebene ist. Ftilirt. 
man die willkurliclie Funktion b </ (a) cin und elindniert 
man a aus den Gleicbungen 

^ f (X - ft) 3 + (?/ “ </'(«))“ + 3 8 * R* , 

\ x~a + (y~ 7' (ft)) r '(ft) 0 , 

so hat man das allgomeino Integral; os ersolieint ids ilie 
Einhullonde derjonigon Kugoln, deren Mittelpunkto eim* 
in der *?/- Ebone willkurlio.h angenonitm'ne Kurve bihhu. 
Durcli Elimination von a und b aus (//) und m a U , 
y — b 0 erliiilt man das singuliLre Integral z' J it', 
welches in die boiden Ebenen z It und ; It jter 
fSIlt, die siimtlieho Kugoln boruhren. 

Die Oharaktoristikon worden dureh die (lleioiiungeu 

^ | (® ®)“ “I (?/ b)- -| ■ z~ It‘ , 

\ x ft | e(y b) 0 

mit den drei willkilrlichcn Konstanten a, b , e dargeHteltt; 
os sind die Kreiso vom Radius it, deren Mitteljmnkte in 
der -Ebene liegon und deren Ebenen auf der a* »/ • Ebone 
senkrecht stehen. 
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Die EinMllende derjenigen charakteristischen Kurven, 
welche auf der Xntegralflacke (y) liegen, wird durch Elimi- 
nation yon a aus den Gleichungen 

f (»-«)* + (*-?>(«))* + ** = £*, 

(e) | ® — a + {y—<p{a))<p'(a) = 0, 

[ 1 + cp' 2 {a) + 93 (a) <p"(a) — y <p"(a) = 0 
gefunden. 


§ 17. Aufsuclmng eines vollstSndigen Integrals. 

Wir betrachten jetzt ein System von zwei partiel- 
len Differentialgleicbungen erster Ordnung 

(62) | *(»> Vi *, V, S) — 0 , 

\ G(x, y, z, p, q)=*0 

die Eunktionaldeterminante 

jHg, g) 

s) 

sei von Null verschieden, so daB die Gleichungen (62) 
durcli Auflosung nacb p nnd q auf die Form 

dz , . 

-j^ = <p{x,y, z) , 

= v(®, y, *) 


gebracht werden konnen. Jede den Gleicbungen (62) ge- 
nugende Funktion # von x , y erftillt die Gleichungen 


d Bz ^ 8<p Bcp __dcp 

By dx By ' <9# ?//; ~~ dy 1 

B Bz By ) By / < 2 ^; 

Bx By dx Bz ^ ~~ * 


woraus die Integrabilitatsbedingung 


dy 


, 5 cp Byj , <9u> 


< 3 # $0 


6 * 
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oder 

(63) 


dcp __ dy> 
dy dx 


folgt. Sollen die Gleichungen (62) eino gemoinsame Into- 
gralflache besitzen, welch e durch einen willkiirlich ge- 
gebenen Punkt x — a?„ , y — y 0 , z z n gelit, so mu 13 die 
Bedingung (63) identisch erfiillt sein. Dunn ist a her die 
mit dem System (62) gleichbedeutende totale Differential" 
gleichung 

(64) dz — <p(x, y, z)dx y>(x , y, z) dy 


vollstandig integrierbar; sie wird, wenn aich die Funktumen 
<p(x, y,z), yi(x, y, z) in dor Umgebung dor Btelle x .r„, 
y = y 0 , z — z,) regular yorhalten, durch cine Funktion s 
von x, y befriedigt, welcbo fiir x x„, y </„ don Wert 
z = z 0 annimint und in dor Umgebung von x u\ t , y y t) 
regular ist; dabei spiclt die Kollo der Integrations- 
konstanten. 

Um die Gleichung (64) nach der Mayer schen Method*' 
zu integrieren, fuhrt man sie durch die Substitution 

(65) x = x 0 -{-u , y =» + u« 

uber in 

dz = ( <p + v y>) du •( • u y> dv . 

Die LSsung z der Differentialgleic.hu ng 
dz 

~ < l > \ x o + u > ?/« + « « i ~) + v y>(x„ - | u , y 0 ( « it , g) , 


welche fiir w~=G don Wert z z {) annimmt, geht durch 
die Substitution (65) in diojonigo der Gleichung (61) gc- 
niigende Funktion z von x, y fiber, welche fiir x - x a , 
V — Do den Wert z —> z (t annimmt. 

Man kann die Intcgrabilitatsbedingung aus den ur- 
spriinglichen Gleichungen (62) hilden, ohne diesclben *u- 
vor nach p, q aufzulQsen. Zu dieaem Zweck differentiieren 
wir die Gleichungen JP - 0, G O nach x imd y, nach- 
dem fiir p und q die Funktionen </(x, y , , w(x, y , 
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, y betraclitet 


gesetzt sind, wobei z als Eunktion von x 
wird. Wir erbalten so die Gleichungen 


( dF 
| dx 

+ 

8F 

dy 

dcp 

dx 

+ 

8F 

dq 

dip 

dx 

dG 


8G 

dcp 

1 

dG 

dip 

{ dx 

A 

dp 

dx 

i_ 

dq 

dx 

’ dF 

_L 

dF 

dcp 

4_ 

dF 

dip 

dy 

i 

dp 

dy 

A 

dq 

dy 

dG 


8G 

dcp 


dG 

dip 

dy 


dp 

dy 

A 

dq 

dy 


( 66 ) 


und 


(67) 


dabei ist die Bezeichnung benutzt: 

_d_ = _c> A. A 

dx dx ^ dz ' dy 

dcp 
dx 

dG dF 


0 


= 0 


■Oj 


d_ 

dy 


= ~F77 + 2 


dz 


Die Elimination von 
dF dG 


aus (66) ergibt 


_z_ ^ I ( am w 

dp dx dp dx \dp dq 


dG dF\ 
dp dq) 


dip 

dx 


nnd die Elimination von 
dG dF 


dip 


aus (67) 


(69) 


d_F_ dG 
dq dy 




dF_ dG 
dp dq 


dG dF 
dp dq 


0. 


dq dy \dp dq dp dq) dy 

Wenn man die beiden Gleichungen (68) und (69) addiert 
und die Bezeichnung 

(10\ IF m- 8F dG SG — dF dG 6G dF 

* dp dx dp dx dq dy dq dy 

einfiihrt, erhalt man die Identitat 

d(F, G) (dip 

\dx 


(71) 


[F, G ] 


(dip dcp\ 
\dx dy ) 


0 . 


d(p, q) 

Ist die Integrabilitatsbedingung (63) erfullt, so ver- 
Bebwindet der Ausdruck [F , G] , wenn man darin p = <p , 
q_ — y> setzt, d. b. die Gleicbung [F , G] = 0 ist eine Folge 
der Gleicbungen F = 0 , G = 0 . 1st umgekebrt [F, <?] = 0 
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infolge der Gleicbungeu F = 0, 0 = 0, so folgt, a us dor 
Identitat (71) die Bedingung (63). 

Soli der aus den Gleichungen p — y — 0, q y 0 
gebildete Klammerausdruek 

. dy dy 

- ,i, 

infolge dieser Gleiclmngen vorschwindon, bo muB c*.r f da 
er von p nnd q nicbt abluingfc, idcntiseh in „r , \j t ^ 
verschwinden. Es ist also zul&ssig, oin System F 0, 
G = 0 zm betrachten , £ur welches der Klammerausdruek 
[jF, G ] identisch verscliwindefc. ISin solehes System win! 
als zweigliedrigcs Involutionssystem bosieiehuot* 



Sind die 

Funktionen . 

V, 0 von 

z unabhungig, 

so gel 

der 

Klammerausdruek 

l*\ 

, a | 

, da jetzfc 






dF 

<1F 


dF 

dF 






dx 

dx 

1 

dy 

dy 

f 





dO 

dO 


<10 

da 






dx 

dx 

> 

dy 

dy 




ist, 

in 









(72) 

(F, Q) 

dF dO 


90 

dF . 

dF 

30 

30 

3F 

dp dx 

_ 

dp 

dx 

dq 

dy 

' Bq 



iiber. Die Gleichungen 

/ 73) ( F ( x > ?/,?', 7) 

I <?(®, .'/, «f) <> 

lassen sich, wenn die BunktionaUlotermiiumh 1 

d(F, 0) 

(1 (v , ?) 

nicht verschwindet, auf die Form 

p = y(w,y), q - y(x, y) 
bringen; ist (JP, G) =. 0 infolge von F 0,0 ( 

<7 (/i <7 ip 

< 7 1 / **" < 7 * ’ 

das System (73) ist auf die Difforontiulgleiehung 
(74) dz — <p(® , y) + t/ .(* , y) dy 


§ 17. Aufauchung nines vollst&ndigen Integral*. K7 

zurtickgefuhrt, welche (lurch cine Quadrat, tir integrierl 
wird. 

Bin vollKtsindigca Integral der partiellen Diffc- 
rentialgleiehung «rnt«*r Ordnung (A) 

~ i <l) <1 


laBt sioh na<*h dor Mothodo von La grange folgendor- 
m si Bon boatimmon *). 

Wir suolion oino Diffomdialgloiohung orator Ordnung 

(7a) /»» ?> <* < 

woleho cine willluhikdio Konatunlo a outhnll ti ml mil 
dor gegebenon Difforontialgloidmng om InvoUitioiMayatom 
hildofc. Wir voratohon n\m unt.or u (*{x f //>.;, /; , q) 
eine L5mmg dor linoaron Difforontinlgloiehung 

l o \r,*\ 


(7-' tu 

, (F < u ( 

t rp 


t t>'\ 

Hu 

, 

1 - r \ 

P . "'1 

>t 

' 


( p r*r 

< q < !/ ' 

• t p 

<<r 

r; 

if F 

d/* ! \ ( u 

1 P 

r 

<i 


v u 

i 

' < X 

( z 1 * p 

v « V 


i „* t 

i i/ 


odor, \vu ■. anf daasolbo hinunskommt * * t, untrr 


(i(j\ if q) a 

om Integral don Hydrin* gewdhnliolior Differential- 
glefelmngen 


( l X 

dp dz 


i f ’ 

* F t F t F 

P i H - 


r p 

if/ t p t q 



dp 

dq 


*) A ! w Wndlgi tudu* rung t!« i M*»t h**«!r v»*n l,»g i iui gr «u* 
Mrlidlit ill* 1 |/,WrifrJ M«<! IiimU* V *» i i J iimlii /«r I tilrgoit iufi «ln 
|Mirtir s !!rii I i|!f Omit mlgl*d* , l»t*iig« , n »*f*!rr ( iniming nut tiHirltig 
vUikm niud>lii4iigignu Vmiinfnrliidinti, 

## ) Vgl, «it*si l, Ab*r-hnitt « *»1* i Mhulii’hr 

glvItdltitigniOS § 7. 
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Man sieht, daB die Gleichungen (77) nichts anderoa wind 
als die Differentialgleichungen der Charaktoristiken der 
partiellen Differentialgleichung (A). 

Wir denken uns die Funktion 0 ho gowiihlt, daB die 
Funktionaldeterminante 

(IF dO __ SF OO 
dp dq dq dp 

nicht identisch verschwindet. Dann lumen nidi die 
Gleichungen 

F(x, y, z, p, q) = 0 , 0(x , y , z , p , q) a 
in der Form 

(78) p = <p(x,y, z, a) , q - q<(x , y , <0 

auflosen, und die Differentialgleichung 

(79) dz — <p(x , y , z, «•) dx -| y(x , y , z , a) dy 

ist vollstandig intogrierbar. Indent man diene Gleiehmig 
unter Einfuhrung einer neuen willkiirliehen Konalanten U 
integriert, erh&lt man ein vollstiindigw Integral 

(80) a — &{«>, y, a, b) 

der partiellen Differentialgleichung (A). 

Beispiel. Wir wenden die Methode von Lagrange 
auf die Differentialgleichung 

q « f(p) 

an. Die Differentialgleichungen der Glut rnkteriati ken 

dx _ dy dz dp dq 

- f'iv ) ~ i ■ vf'iv) -i - q 0 " 0 

besitzen u. a. daa Integral 


p = a . 

Die Gleichnng 

dz p dx | q dy 

geht, wenn man p *■ a , q >*» f\p) -* f(a) Met zt , in 
dz «- a dx + f(a) dy 

iiber; die Integration ergibt daa voltetiindige Integral 
s*^a% + f(a) y -j b 


§ 17. Aufauehung ernes vollatiindigen Integrals. 
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dor vorgelegten I )ifferentialgleiehung. I las allgemoinn 
Integral wird huh deni vollstandigen integral wie in § 19 


abgeleitet. 

Es sei jetzt ein System von 
tiollen Pifferentialgleieh u ngen 

drei linearen par 
erster Ordnung 


| F(x , if , z, p , q) 

0, 

(HI) j 

<}{x, if , sr, p , q) 

0 , 


l II (.r <f) 

0 

gegeben. Die Kunktionaldcderminaute 


<(F, <1, ID 
* f (* . p , q) 



sei von Null versehieden, ho dull die drei Oleiehungen (SI) 
in dor Form 


(H2) ^ <l>[x, i/) , p 0,(.r, g) , q , >}) 

aufldsbar sirnL Kin gemeinHames Integral der drei lilei 
ehungen ist dann and iiur claim vorlmmlen, worm 


m 

ist. 


f </> 

<i\ , 

( <I> 

</>., , 

.0, 

f 

( X 


< // 


f »r 

< »/ 


Wir /.eigen , dull die drei Bedingungen (Hd) unit den 
Bedingtuigen 

(Hi) \b\a\ o, |*\ n\ u, i«,//| o 

idontinoh Hind. 

Differeniiiert man die Uleielumg F 0, worm outer 
p , (f die Ausdnieke (M2) verst auden wenlen* rnirh j\ 
ho erhillt man 


rA' / /•• 

! 0, I 

i jr t' z 

otter 

, /.' / , */. 

V f .r 

0. ) i 

< F 

,<p 

1 0, ( /** 

/ ,r * <■ // 

iIF t F , 

f • i 

1 * 

< 0, 

. 1 f ' 

dx t*2 \ t X 

Katsproehend hat man 

rp 

f j- 

i tf * X 

dd , * « , 

r;; *■) 

| , *« 

<0. 

, ' <> < 0; 

dm ' <z ! 

1 ft 

r X 

* #/ i x 
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Durch Elimination von ~ ana den bciden Ietzton Gh*i- 
cliungen ergibt sich 

dF dG _ d£ dF d (F, G) / d 0 (J) \ < ( F , <l) < <l>, ( , 

dp dx ’ Sp Tx"'d(p, z)'\dx 7 ( (p , q) 

nnd liieraus durch Vertauschung von x and y 

dF A. d ( F J ( M> <[>.) <HF,G)d<l > i () 

dq dy dq dy d(r/, «) Id?/ V •'(}>, q) * .V 

Durch Addition crhiilt man die identiacbe Gloiehung 


(85') 


[E, <? ] + 


d( ?) , s) 


*(*\ J?) 


/d0 
V da; 
/d'A. 



/ {/'’. (?) / , 0 
( (,/. .:) ‘ < // 


.'."M „ 

< U ! 


-A. 


Hiorzu kominen zwoi weitere Gleichungen (85") und (85'”). 
welclie aus (85') dadurch hervorgehen , dnB nmn /*’, o' 
durch F , IT oder durch (/ , /f erseizt. 

Hicrnach haben dio drei Gleichungen (83) die dm 
Gleichungen (84) zur Eoige. 

Sind umgekehrt die drei Bedingungen (H I) orfftllt, ho 
ist nach (85') 


d(F, G) I (HI> \ d(F, G) ft* 

Hp, e) Ida; V < {<!, z) * 

d(F, G) id<l>, .0A 

1 <'’(P, q) \ o, I 



hierzu kominen die bciden aus (85") und (So'") folgend<n 
analogen Gleichungen. Wir haben somit drei liiimro 
homogene Gleichungen mit den Unbekannten 


d 0 
da) 


0 


i , 


d 0 
% 


0 . 


if ? 


d0 a ,0, 

< < i/ 


Dieso drei GroBen vorschwinden, da die Detennimuite 
dritten Grades aus ihren Koeffizienten von Null vor 
schieden ist. Als Koeffizienten treien niirnlieh die Enter 
determinanten der Determinanie 


, HP, G, II) 
V, (?) 
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auf; die aus den Unterdeterminanten von .1 gebildete 
Determinant dritlen Grades ist. gleieh I-’, also von Is' nil 
verschieden, da . I nicht versehwindcn soli. 

Man lcann demnueh die. Different ia!.",leiehun v. f A * 

Fix, if > r, p , (f) 0 

integrioron, indcm man zwd Funktiomm U unci H von 
,r , p , p , q hoHtimmt, wdcho din Ihidingungon (HI) 

\t*\<}\ o, |/<\ //| <>. \a % // 1 o 

orfiUlru mfd iibordm.s so heHihafftm sind, duli din I >rt* r 
m inauto 

<{b\ ti, //) 
f (• > P * H) 

nicht vcrschwindct. Durch Elimination von p % q nih 
dcm drel (Hdchuiigcn 

(Hi*) F o , a ^ « f // - A t 

worin a tmd b willkurliclm Konstantc Hind, nrhiilf mini 
oin vollstundigoH i n { o** ral 

(S7) : , // , a , /o 

dor ( llddiung {A*. 

Zuinidist orgiht. sidi / a I* Integral drr litnnuvn 
part icllcn I HflVr<mtiulglddiung 

(HH) |*\/’l U 

and hinrauH /’ // nls Integral den HyaUmin It nearer pur- 

tidier IHffomdiulglddmngtm 

m l*\/'| <>. <», 

wddica ids voltatandig tmohgowmmm werdim Ians. 



III. Abschnitt. 


Partielle Differentialgleichungeii 
zweiter Ordnung mit zwei unabliaiigig e> 1 1 
Y eranderliclien *) . 

§ 18 . Beweis der Existenz der Integrate einer 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Es liege die partielle Differentialglei chung zweit5or 
Ordnung mit der abhangigen Veranderlichen z und cLoxx. 
beiden unabhangigen Yeranderlichen x,y vor: 

(A) F(x,y,z,p,q,r,s,t) = 0; 

dabei ist gesetzt: 

dz ' dz 

T-T7’ *-aj> 

d 2 z 6 2 z d 2 z 

dx 2 9 8 dx dy J ^ dy 2 

F sei eine analytische Funktion der beigefugten Ar^xx - 
mente, welche an der Stelle x = x 0 , y = y 0 , z = z 0J p = ?> 0 , 
9l = <?o ? r *= r 0 , s = s 0 , = < 0 verschwindet und sich in cl or 
Umgebung dieser Stelle regular verhalt. Wenn 

c>F 

dr 

. *) Eingehender sind die partiellen Differer bialgleichun |jp 4 * i % 
zweiter Ordnung in den folgenden Werken behandelt: 

Goursat, LeQons sur l’intdgration des Equations aux dd- 
riv6es partielles du second ordre. 2 Bande. Pans 1896, 1898. 

Forsyth, Theory of differential equations. Yol. VI. Cam- 
bridge 1906. 

In betreff der in den Abschnitten I— III behandelten Ge&ota- 
stande vgl. Enzyklop&die der mathematiscben Wissenschai^cMa 
ELA, 5 (E. v. Weber). 


§ 18. Bowlin <Uv Exmtenz <l<*r Intend*. 

an der bozeichneton Htelle von Null veraehieden iat, liiOt. 
aich die Gleiehutig (A) auf die Form 

W r tV, I/, z, V , < l , #, t) 

bringen, wo /' eine in dor Uingebung der Htelle x x„ , 
. . . , t t, | reguliire Funktion der ungegobenen aieben Argu* 
mento iat, welclie an dieaer Htelle den Wert, r u anniuimt. 

I'js aeieti zwei iiuulyf iaehe Fuuktioucn <p(ii ) , ,p ( i/) von 
U H'egebon, welclie in der Umgebung von // ’ i/ n regular 
aind, und zwur aei 


V (//..) V % , r f„ . 

v Oa,) * - />,, , r '(.'/«,) »„ . 

Wir zeigen, daB <lie Ilifforentialgleicliung (A) oiler (1) 
dureli eine analytiaeho Funktion s von x , ,j befriedigt 
wird, welclie aich an der Htelle x x „ , 1 / »/„ regular 

verliiilt und ao beaehaffen iat, daB ftir x ' x u 

- r(n) , v'(i/l 

<>.r 

wird *). 

Wir nehnien ./•„ 0, ;/„ u H n un a s «*tzen 

* *’ i V I .VI i •<•',•('/) ■ .1 

• l / ( l> * *>» v (°J, y '(<>), «/(<>), v ''(oj) , 

no dad f . „ 


p 

' <§Z 4 

fV 

V’(») -f- A j* , 

1/ 

f s* 

a, < 

v '(.v) 1 X •/()/! 


t 

i 


f - 

< *r* ! 

A . 

#r — 

* 'i -m * 

* i*i 

i J’ i 1/ 

i v'iyi , 

/ - 

f 

# yt 

i </ "(>/) i v y''i 


♦J I>*r fulMtAittilfi ilournat itawi't* rwi^rirlit 4mm in jf 1 
atai | tf Unworn «i«** Bmimm fir #Iii© 

|»urti«'Ik> iHirmritinlgltichuiiK vmimr OnJtiuiw. 
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wird; dadurch geht die Gleiclmng (1) fiber in die Gkficbung 

'li = *) • - A » 

deren reclite Seite, wenn fur z , p , q, » , t die obigen Ann- 
drficke eingesetzt werden, sicli in cine Potenzreihe von 

, ds' 8s' t*s' <X-' 

*’■ ~6x ’ By ’ <\r ’ c\v* 

oline konstantes Glied entwickeln l&Qt-; fiir x 0 Hollen 

s' und verschwinden. Wir selireiben Hiatt s' winder <r 

ox 

und betrachten die Pifferentialgleielmng 

(2) r = f(x, y, s, p, q, », 0 , 

wo f cine Potenzrciho von x / i«f , weiche fiir 
x = y — . . . — f -- 0 verschwindot; wir suelien «l**r iiiflV- 
rentialgleicliung (2) durcli (fine in dor I’mgebuttg von 
x = y = 0 regulfire Fnnktion z von x, y ?.u gonilgoit, 
welche die Bedingungen 

s — 0 , 0 fiir tr - 0 

erffillt. 

Fiir diese Funktion ist.*) 


) ■' 0 , 

/ ( 1 1 *■<£ \ 

. H 

/« 

w ;r f */>/«, 


Aus der Gleiclmng (2) folgl, 



indem man (2) wiederliolt nach y different iiorl, erimlt mint 



*) Der Wert einer Funktion </ fitr .»• u, ,, a Hl r4 m«t 

vP ) o bozeichnet. 



§ 18. Iknveis dor Kxislonz dor Inherit 

,ww> So or Kt'l»PJi sieli siimthYho GrbBon 

I f > . , , X 


(,«,)• o, 1,'J 


nun don Kocffi/ionton dor 1‘olonwoiho f , ,md os hlvih 
uovh < Il « k Ivonv(*rjLf4*nz dor Polenmuho *v 

* V 1 ( 

// ! #» ! \ r ;r M r //* A, •' 

/* »■ 

Inc liuiroiohoml kioinc Worto von ,r uml ,#/ nneh/.uwoDou 
l*io itodio / sol fur 


■' £■’ > .Vl i> , ~i /) - . (i , q 

!*!•-«, \i\ -,lt 

konvor^ont, und es soi in dicwm Gobiote 

f M ■ 


l*u* Funk) ion 


1 (.<■ , //. * , i > , </ . s , I) 
.If 


(, 

; // ; > 

; P 


* ■ >\ 


V 


/ 1 1 

n 1 


wm, f‘ 1 \ , 1 i-i, < in Oino l*nionzmlit» dor «n 

m'obonuii siohon AiKmnonto ontwiokoln, doron Kooffi 

Mml *»>•'*»*- Mrtuw «>«d ills din onfsproohon 
, dor I’otnnxroiho /'*). Dio Difforotdiid 


r~ IV, n, s, /i, «, /, 

" Inl f,,r,,u-!l I'pfriodigt, iudom nmn fur c oino Dotonmuho 
' <m ' * wU t, "‘John nobsl dor Aldoijuii-; '* f„ r t 


vorsolmindof und doron KwffirlonCon j.,„iiiv und „ioh 
kloinor wiiii ids dn- nlwidiiton Hoiriij'o dor ontsproohor.doi 
Koofft/ionlon dor Itoihn s. 


’» VkI. § 
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Wird die Differentialgleiehung (5) durch cine Funktion s 
von u = x + ocy befriedigt, so ist 


( 6 ) 



M(» + a 2 ) 
R 


\ d‘~x 
1 du 3 


K + 

It 


M 


£ + ,+ (! + .)* 



Die rechte Seite la fit sich in cine Potenzreihe von z , u 

mit positiven Koeffizienten ohnc konatantea (Hind 

wickeln; der Koeffizient von „ auf <l< h r linkon 
’ du* 


dz 
1 du 
ent- 

Hoi to 


ist positiv, wen n oc ho klein angonommen wird, datt 
M(oc + x*)< It ist. Ilandclt oh aie.Ii urn dan integral *, 
fur welches 


z = 0 , 



dH 

du* 


0 fiir u - 0 


ist, so bringt man die Gleichuug (6) durch Aufltiaung naeh 

d 2 z . _ 

au f d ic Form 
du 2 






wo eine Potenzreihe der dm beigefugtou Argument** 
mit positiven Kooffizienten *) ohne konat antes (Hied ist. 
Dieser Differentialgleiehung wird durch eine konvergenle 
Potenzreihe 



mit lauter positiven Koeffizienten goniigt**). 

Setzt man darin u »■ m + a y , ho hat man eine 
Potenzreihe 8" von x, y mit lauter poaitiven Koeffizienten, 


*) Wie man durch Bereohnung von */ ruu?h der Method# i 
unbestimmten Koeffizienten erkennt. 

**) VgL „Gew5hnl. Bifferentiaigl* 1 , B, IS uml 14. 


§ 19. Intogridftfloho, \vr]<*!i«‘ riiu n -oia’britou HitvisVn oidhiilt. p7 

weleho <l«*r DiiToivntiulgloiohung (J) gomigl und f(ir hi n 
rokdiond kloino Worie von .#• und // konvorgiorf . I >io 
Koeffizienton von y'\ //■*, , . . und .**//% ,r// : N ... in dor 
Reihc N" sind posit iv, with rend din onksprochotidon Ko- 
offiziont-on in dor Hoiho N' vorsohwindon; damns folgt, 
dftfi dor Kooffiziont von a*" //• in dor Roiho *s ,# nioht grdflor 
ist a is dor ontsproohoudo KotVfiziotif dor Koiho S*\ Dom* 
naoh ist nuoh dio Hoiho fur Idnroiohoud kloino Worto 
von x und ij konvorgonh und das gloioho gill von dor 
Roiho S. 

JBh also dor Sutz: 

In dor part i oil on I) if forou t tulgloioh u ug z w oi t o r 
Ord n ung 

(A) P(x , j/ * * , /* f 4 , r , # » /) t ) 

soi jP eino analytisoho Kunktiou von a\ #/, - * « v • 

woloho si oh in dor Umgohuug dor Htollo 

* r » r (i I y ih t « *oi /' />t> > */ tfit I r r t( , a 1 / /„ 

regular vorhsilk und an diosor Htollo vorseh windot , 
d K 

wJlhrcnd von Null vorsohiodon ist. Hs so ion 

( r 

7, w o i analytisoho Kunkt ion on »,•{//), »/(//) gogobon, 
wole.hu sioh in dor Kmgobuug dos Wort os */ i/, } 
rogulii r vorhalton und dio Hodingungou orfulluu; 

7 t//»d A* » V (*/|d */u * V t//,d k. t 

Y(jfu) Pv * V*XVi.) »«. • 

Dio Difforont ialgloiohung (A) wird duroli oi no «*iu 
zige analytisoho Kunkt ion z </>(./*, »/) hofriod i u t > 
weleho sioh in dor Ktugohung dor Htollo ,r j tt , 

// /At rogular verbal! und fur ./ .r M in dio or- 

gebene Kunkt ion */ (i/j uborgoht. wahrond * fur 

t j 

*r a* sl gluiuh dor gogehotion Kunkt ion \sird. 

$ Ith Iiitogrnlfliloho, woloho eltieti gogeheuon Stroifoii 

oatlHUh 

Kusson wir wiodor a*, ?/ f ^ ah ivoht w inkligo Kuordi- 
aiitou einos Knuktos im llainuo nut, mi stoilt dio (doiohnng 

* - f / # M‘ , i n 
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cine Integralflaclic dor particllcn Diffcrcntialub'ichun;! 
zweiter Ordnung (A) dar, welche dureh die vorgmdtnobett.* 
Kurve 


X = Xn 


0 /) 


gelit; in jedcm Punktc diescr Kurve ist Mich die Tangent ial* 
ebene der Integralflaclic (lurch Angube dcr Wcrfc 


v - «/» (//) > ( i u ,( * /j 

vorgesclmcben. Mit andcren Worten, die DUbTontialgleb 
chung (A) besitzt cine und nur eine analy t inehe { utegrab 
flacbe z = ( P (x , ?/) , wolcho don Slreifen x * *r lM // // * 

0 s=s <59(7/) , ^ — */’(//) j ( l V ’ 0 / ) c nth all * denson Kurve j » 
z ^ (p '[y) in oincr znr yz - Rhone parallel**?! Rhone Uegt , 
Es scien jetzt 

( 8 ) a?«/», y > z '/aWi 1> U />* 


als analytisclie Eunktionen oincr Veriimlerlteheu u g<* 
geben, welche die Bedingung 


d# w- p dx *| (/ d if 

erf ulTen; wir fragen nacb einor Integralfliicho dor Ditto- 
rentialgleichung (A), welche den (lurch die Gletehmigen tN 
dargestellten Streifen von M&chonelementcn //* /*, */l 

enthalt. 

In jedem Punkt der Kurve 0 

x / j (u) , ;// / 2 M j * I ui t{ i 


Bind die Wertc 

V “ /’i (") t (/ /&(«) 


fur die gesuchte Integralflaehe vorgeachriehen. I Ho m 
gehorigen Wertc r , g gomigen den Gleiehungeu 


r dx -|- s dy dp u, 

s dx + / cl if *- rfr/ 0 , 

■Ffaj «, />, < 7 , r. *. /) 


0 . 


Setiit man 

BF 


< F 


< F 


§ 19, Iniegralfitehc\ welcdro oinon gogobunen Slroifon onthillt. <19 

so 1st die Funktionuldotorminanto dor linkon Soiten jonor 
dm Gleichungon in bezug auf r, # 9 t: 


( 11 ) 


(lX, (l if j () 

J ’ 0, dx, (l if 

If, aS\ T 


ltd ft* Sdxdif + TdxL 


Wir nohmon an, daB oinom Element (x, */, z, p, q) dm 
gogobenon Stmfona oin don (Hoiohungon (9) gonugondoa 
Wertsyslom r , «v , t ontnprioht , fur woiohus I von Null 
vonsohioden inf. 

Worm man die boidon oral on Gleiohungon (9) naoh 
dor in (H) ontlmltouon unubh&ngigen Voriindorliehon u und 
din dritto (Hoiohung (9) znorsf partied naoh x und (hum 
partied naoh y difforuntiiert, erhalf man zur Bereehnung 
dor vior partition Abloitungou drittor Ordnung von z 
die vior linoaren Gleichungon 




/ •» * 
l ■ n# 


V I 2 dx <ly „ I dy* m ~ „ 

< X ' ] ( X * (If < X ( U ~ 


( Le - 


tt 


( X A 


< **,;• 

( x' ( 

1 Mdxdit , 

li ' t X ( If 

: ^// ' ' . 
< >r 

•“ < y 

i r v " z 

f *r f //’ 


h// 

r * 5 ^ 

i N . 

! r"; . 

< s ir l 

‘ dor 

Kooffizionton dor 

Unhekannten 

dx ' , 

2 dx dy , d# a , 

0 

0, 

/hr* , 2 dx d y 

, </ #/* ? 

h\ 

v, 

u 

0, 

/»• . * , 

T 


inf, vvio wir zrigen warden, gicioh f ; \ also von Null vor- 
Holdodon, ho daB die purtiellen Ahleit ungen driller Ord* 
uung von z eindoutig boatixnmt Hind, Baler dor Vonuw- 
sotzung, daB tt do r Uleiehung 

tt \ S tt i T li- ■ u 

7 * 
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genugt, vermehren wir die erste Kolonne der Determinants 
A' nm die mit ju multiplizierte zweite, die mit ju 2 mul- 
tiplizierte dritte nnd die mit multiplizierte vierte 
Kolonne; dann entlialt die erste Kolonne die Elemente 

(dx + u dy ) 2 , /i(dx + f*dy) 2 , 0 , 0, 

so daB die Determinante A' durch {dx + fidy) 2 teilbar ist. 
Sind ju x und ju^ die beiden Wurzeln der obigen quadrati- 
seben G-leichung, so ist 


A' = T 2 (dx + ju t dy) 2 (dx + ju 2 dy) 2 


= (T dx 2 - 8 dxdy + Rdy 2 ) 2 = A 2 , 

w ; z - b. v, Fahrt man so fort, so erhalt man auch fiir 
die parti ellen Ableitungen hoherer Ordnung von z be- 
stimmte Werte. Die Differentialgleichung kann also, wenn 
A von Null versebieden ist, nur ein Integral besitzen, 
welebes sicb in der Umgebung eines Punktes der gegebenen 
Kurve regular verbalt. 

Es ist noeh zu zeigen, daB die Reihe 


z ~~ % + Pofa ~ «o) + to(3f ~ Vo) + i r o — ^o) 2 +••• 

in der Umgebung der Stelle x~x 0 , y=y 0 konvergiert; 

a ei ist (xq , y Q , z 0 , p 0 , q 0 ) ein Element des gegebenen 
fetreifens, wahrend r 0 , ... . die zugehorigen Werte der par- 
tiellen Ableitungen zweiter und lioberer Ordnung von z 
nacn x und y darstellen. 

^Vir stellen die Kurve G durch die Gleicbungen 

y = f (*) , * = gipo) 

dar wo f{x), g(x) fur x^x 0 regular sein mogen. An 
btelle von x, y, z fuhren wir die neuen Veranderlichen 
l = x, t) = y-f(x), 3 =«_g( a? ) 

ein und setzen 




r = 


-Die Gleichung 




§ = 


q 

JX 

fljdg ’ 


dtt ’ 




-f q dij 


$ 19. Integralfl&cho, wolohe of non gogt-bonon 8ln<if«n oul liftlt. u 1 1 
geht durch Einfiihrung von .r , y, g fiber in 

ds — (/{.v) d.r «= p d.r | q(rf i/ - ( / ir ) 


rf * “ 5 (P <1/'V) I- <jlr)) d.r j „rf v; 

os M also 

/' “f <l/’V) I (f'(.r) , 

r/ ti 

odor 

1 ’ /' I <l / "{•>■) g'{.r), 

q q . 

Dio Gloichung 

dq & </).; | i,ip 

geht fiber in 

dq ** $dv 4- t(dy / '(.r) d.r) 

« (<J - - t / '(.»')) dr |- tdy 
unci die Gloichung 

. <tp vdpqtdp 

in 

<fl> \ /''(.'■) dq i qj "(.r) d.r i/'uqdr 
Xd.r ! v ((/ // f"(.r)d.r) 

oclc-r, woun hir dq ilor vorhin gefundeno Auadruok cin- 
goHotzt wirci, 

dp (r 2Hf%r) t|/’V)J 3 <)/>] ; >j”(.r))d.r 

» , i </'V)Kvi 

fcuglich ml 

r “ r cl /•"(,) j <j\n, 

X « 1/ V) . 

I t . 

Die vorgolegio I >iffore»t ialgleioliung gob! in Hue Glei- 
Chung von dor Form 

<v (l * 11 - h • P< «1 . v , o , ti o 

ttber. line gegebene Kurve C hat in don nouen Veriinder- 
iehon dm (ileiohungon i) <>, n • 0 ; liinga dienor Kurvo 
8 q eino gegebene bunk lion von j - , also c| oino gogebene 
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Funktion von j. Wir haben also eine Funktion 5 von 
5 zu bestimmen, welcbe fur t) = 0 verscbwindet, wabrend 

die Ableitung fur t) = 0 in eine gegebene Funktion 

von j ubergebt. 

Auf Grand der Gleichungen zwiseben r , s , t und 
r, t ist 


if. 

BF 

dr 

dr 

dg 

= 2 - 

d§ 


^ _ 

_ BF 

dt dr 1 


, dF 


dr 


SF SF 

17 f^ + ST' 


da 

ist, bat man 


<#£ = dx , dt} = dy — f'(x) dx 




d_F 


dt 

BF 


d? 


d F \jm ujo 

~~dV d y --Qj-dxdy + ~dx* = z j. 

Langs der Knrve 0, welcbe in die j-Achse iibergefiihrt 
1st, ist t> = 0 , also dt) = 0, so dad 

«8r 


J . 


dt 




ist. Da A auf G von Null verschieden ist, so kann 

if 

dt 

Jfscbwinden; die transformierte Gleichung 5? == 0 
laBt sich also nacb t auflosen. Nach dem in §18 aus- 
gesproebenen Satze besitzt diese Gleicbung eine in der 
ge nng von £ — x 0 , — 0 regulare Losung j , welcbe 

so beschaffen ist, dafl man fur t) = 0 J = 0 - J- = o bat 


§ 20. Dio ChAraktorhstikon. 


ici;j 

Kina .Funktion z 0(.r , //) , welaha niaht nur do r 
Bifforentlalfiloicdnm# (A), Hondorn aueh don Ulaiehungen 

ft ■ 0 , H 0, T 0 

tfenfigti, hoi Hi. ain singulares Intagral dor pariiallen 
IMffemdialgloiohuntf zwoiter Ordnung (A). 

Jade niaht singularo unalytisehe Iutegralfluaho 

z * : <H * , //) 

kann durrh das oban dargastallta Varfahran arlmltan warden. 
Wir nahman auf dor Kliiaha z ■■ ( 1>U , y) oino nnnlytiseha 
Kurvo an und orhalton, indam wir jodom Punkt dar Kurvo 
die Tangantialahane dar Flftcho zuonluou, ainan Htraifen 
von FUir.iionolomenton (j?, y , &, q ) , durah wololion oino 
tniagralfliiche eindautig bastimmt Lst, warm 

I Rdy* •— Rda'dy j 7’ dr* 
von Full votschiodcm ist. 

S 20. Die OIiarakiorlNtiken einer partiellen 
IMiroroiktialgleiohuii^ aswoitor Ordmmg. 

Wir haban gasahan, datt durah ainan Straiten von 
tMaehenelementen f.r , //, z, j > , r/K walaho dia Badingnny; 

dz pd.v j r/d// 

erfullen, ini ullgeiueinen oino Integralfluahe dar parliollon 
Different ialideiehung //waiter Ordnung (A) bastimmi ist* 
nachdam fur r, h 1 t oln dan Gleichungen (0) geniigendes 
Wertsystem festgelegt ist. Kina Unbent ini rntheit kann 
nur dumi aint retail, wann die Klein ante (.a t ?/, />, q) das 

gegebenen Straitens und dianus (10 era lit t alien zttgohftrigen 
War! a von r, /?, t dia (ileiehung 

(12) t lid it* Xda'dy j 7’d.S*' o 

arfdllan. 

Kin System von Wart an dar Urfttten 
a* * y i z t p . q , r % # , i 

bazaiahnan wir a Is Klilehonolomonf 7. waiter Ordnuug. Kina 
a i n f n o h a .M a an igfult igkoit von Flu ah a n a 1 a in a n t a n 
/waiter Ordnung, walvha dar Gleiehuifg 

Udy % Sddxdy i T dx* O 
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genugt und auf einer Integralflache von (A) liegt, 
heifit eine Cliarakteristik (zweiter Ordnung) der 
partiellen Differentialgleichung. Fur die Charakte- 
ristik gelten also auch die Gleichungen 

F(x, y, z, p, q, r, s, t) = 0 , 
dz = p dx + qdy , 
dp = rdx + sdy , 
dq — sdx +tdy , 


sowie die Gleichungen, welche man erhalt, wenn man die 
Gleichung (A) partiell nach x bzw. y differentiiert. ."Die 
letzteren Gleichungen lauten, wenn man 


X = 


Z = 


8F 8F 8F , 8F 
H JrV ~8^ + r ~8^ + S ~8^' 

8F 


8F , BF , 8F 

— f- q -3 r 8 —x r t — 

8y dz dp 8q 


setzt und fur die partiellen Ableitungen dritter Ordnung 
die Bezeichnung 


(X 


d z z 
dx 3 * 


benntzt, 


' __ d 3 z __ 6 3 z 

P dx 2 6y ’ ^ dx dy 2 ’ 

-j- H & - S f$ T y = 0 , 

Y + B0 + Sy + Td~0 . 


* ~ By* 


Ferner ist, da die’ Charakteristik einer Integralflacho an- 
gehort, 

dr = x dx + fl dy , 
ds = /? + y dy , 

+ <5 . 


Die Auflosung der drei linearen Gleichungen 


Rot + Sp + Ty^~X , 
oedx + fidy = dr , 

P dx + y dy = ds 


§ lO, Die Ch&rakieriHtiketi. 


Ida 


mit den Unbekannten \ , ft , y ergibt 

It, A\ T X , N, 7 


i dx, dif , 0 \ dr, dy f O 

0 , rf.r, rfi/ dx % dy 

Oder 

„L\ A di/ 2 S dr dy A T(drdx dtt dy) „ 
Wegen . I 0 muii aueh 

Xdy* ! JSdrdy \ T{dxdy dr da) o 

nein ; hioruus ergibt sieii , wenn man den huh \ <> Im* 

rechneten Went 


ltd#* \ Td j<* 
dxdy 


nnmizt, 

X da) Ay + Rdrdy f Tin Ax 0 . 

Almiieh erhfi.lt man die Gleiehung 

Ydauhf It dn dy d T dt dx 0 . 

Langs <Ier Gha rak terist ik wind also die fiilgcti' 
den (*I eieh u ngen e r f u lit: 


( 13 ) 


F[.r , // , 2 , p % q , ;• , s , /) M , 
d z pda' j qdy , 
dp r d.r • f a dtj * 

( dq — h da' )* tdy , 

ltd if* - tidxdy -j- T im % 0 » 

•V rfjrrf»/ -| It dr d y **| T dn da* 0 , 

s Y da' dij i It Andy ? Tdtdx 0 , 


Wir /.eigen, dali diene Gleirlnmgen nieht nnablningig 
voneimuider Hind, Weim man die hidden let/den Gleb 
elumgen 1 13) dtireh dy bzw. d.r dividiert tmd nddiort, 
erh&lt man 

X 4* | Ydy i H dr j (f ‘F i /f dr) d * 1 TAthmi) 

oci«r mit KiickHiflit nuf i ti 

A' 4s J Y 4 it -| It 4 r -j 84* f T 4i * 4 F *»* 0 . 
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Wir nebmen an, die Diskriminant e S 2 — 4j RT der 
quadratiscben Gleicbung 

(14) Rm 2 — Sm + T = 0 

sei von Null verscbieden. Sind iiberdies R und T von 
Null verscbieden, so sind die voneinander verschiedenen 
Wurzeln m 1 und m 2 der Gleicbung (14) weder gleicb Null 
nocb unendlieli groB, und es ist 


R^ + m z) = 8 j R m i m 2 = T . 

Die Gleicbung A = 0 zerfallt in die beiden Gleicbungen 
dy = m x dx , dy — m 2 dx . 


Wir erbalten zwei System e von Cbarakteristiken, je nacb- 
dem wir die Gleicbung A = 0 durcb die eine Oder die 
andere dieser beiden Gleicbungen ersetzen. Das erste 
Cbarakteristikensystem geniigt den Differential - 
gleicbungen 


(15) 


dz 

dx 

dp 

dx 

dq 

dx 


= V + m t q , 


== r + m 1 s j 


= S + Wi t , 


dr , ds 
~z — (- m 2 — — 
dx dx 


ds 

dx 


+ m 2 


dt 

dx 


X 

R 

Y 

R 


*). 


bung von m 1 und m 2 erbalt man 
^eicbungen des zweiten Systems 
iken. Da die secbs Differential - 
abbangige Veranderliebe x und die 
inderlicben y , * , p , q, r , s , t ent- 


'esetzt. 


§ 20. Din (‘hnraktemtikon. 


1U7 


halten, so kann man fiir eino dor ahhiingigen Veriinder- 
lichen cine willkurliche Funktion von x setzen nnd dnmt 
noch die Werte vorschroiben, welehe die iihrigen nbhiingigen 
Ver&nderliehen fiir einen gegebencn Wert von x nimelunen. 

Wir behalten die Annahrue hei, dull »S' a 4 HT von 
Null verschiedon ist; die Yoraussetzung, duU weder li 
noch T verschwindet, lassen wir jcdoch fallen. 

1st T U, It aher von Null versehieden, so zerfallt 
die Gleichung (12) in die bidden Gleiehungen 

li dy 8 dr (> 

und 

lit/ 0 . 

Man erhillt ain erstes System von Oharakterist ikon, dessert 
Gleiehungen aus den Gleiehungen (Id) dadurch hervorgehen, 
daQ man die dortige filnfte Gleichung durch 

It dy S duo «• 0 

ersetzt. Fiir ein zweitea System erhillt. man die Gleiehungen 


n:i " ){ 


F{.v , y , z , /) , q , r , h , f) 
dy 0 . <1.: 

X ) li 


/> dx , 

dy 

r dx 

It dr 
dx 

1 .S’ '!* 
dx 

— 0 

, ,dn dt 

JtC ■ .j"' ' i 

dx dx 

0 


t! q x d.r , 


Die vorlotzte Gleichung erhillt. man duroh Elimination 
von a und ft aus den Gleiehungen 


.V -f- It a + 8 ft »» U , 
dr di v , dx ft dr ; 


iUmlieh ergiht. sieh die letr.te Gleichung. 

Hat man glciehzeitig It u , T 0, ho hat das erste 
System von I'harakteristiken die Gleiehungen 


tr.V) 


F 


<». dy 
X i 8 


t), d: 

ds 

dx 


pih'y dy rdr 

dt 


y 


s 


dx 


dq a dx , 
0 , 
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Die Gleichungen des zweiten Charaktcristikensystems Hind 
(f = 0, dx — 0, dz — qdy , dp sdy, dq id,/, 


(13") 


X+ 8 


dr 

dy 


y -! s 


A» 

dy 


Eine nicht singulare Integralfliiehe 
z = ( P{x , y) 

der partiellen Differentialgleichung (A) enthalt. 
unendlich viele Charakteristiken, and zwar, wcnn 
ft* — ART von Null verschieden ist, unendlich viele 
Charakteristiken eines jeden der beiden Byatente, 
Die Gleichung (12) 


worin 


Rdy°- - Sdxdy + T dx- ~ <> , 
d<I> < <l> 

*-7*> q <y ’ 

3°-<P _ <?- <P <'<!> 

r ~ dx 2 ’ S dxtiy ’ * t'y* 


gesetzt wird, stellt eine Differentialgleichung crater Ord- 
nung zwischen x und y dar, welclie in zwci Gieiehungen 

dy — iMj (x , y) dx , dy ~= rn s (x , y) dx 

zerfallt (die im Ealle S 2 — ART - 0 idenfi.xeh Kind). In- 
dem man eine dieser beiden Differentialgleiehmigen inte- 
griert und damit die Gleichung s '/>(>, y) vcrbiiuict, rr- 
halt man unendlich viele (von oinor willkurlichcn Kwmtanton 
abhangende) Charakteristiken auf der Fliiche z <I‘ix,y), 


§ 21. Ein rrei teres Exlstenztheorem. 

An das in § 18 ausgesproehene Exist enz theorem aehlieQt 
sich der folgende Satz von Goursat, an, den wir in sj 22 stiir 
Weiterfuhrung der Theorio der Charakteristiken benufmi. 
In der partiellen Differen tinlgleiehung r. winter 

Ordnung 

( B ) 8 - A® , y > * , P , q , r , t) 

sei f eine analytische Funktion, welche aie.h in der 
Umgebnng der Werte a - x 0 , y - y tl , * „ , p Pu , 


8 2). l*!iu wi-itiTiw KxiMifiutln'nfi'iii. j i ill 

'/ <]«<>' r n , t l„ regular vcrhiili. uaiiiciMi die 

partiello AI»l(‘i(unj4 

' /' 

• r 

1 ‘iir diene Werte versehwindet ; ferner union t, w »• i 
analytinehe Funkt ionen 7 (x) und >,■{>/) tfojrelien, 
W<‘lclia hoi .»• .r„ bzw. 1/ i/„ regular sind unci den 

( < leioh un (jon 

'/ (•'») </'(</„) , 


<r V, 

.) • »/(//«> <7,, , 

v "(•*«) r„ , r'Xvj f„ 

KonQjfen. Dana wire! dio Dif ferent h uny (It* 
(lurch cine in der UnitfobunK von x ,r„ , 1/ //„ re- 

KUliirc Funktiou z von ,r, ,/ bofriedinl., welehenieh 
t iir ;V **»// ( 1 auf t/<(x) und f ti r ,r .r„ auf reduziert*). 

Zutn Bewoise ncluncn wir .r„ U, //„ 0 nu und 

HCtZCHl 

- i 

V (•(•) ■ »,•(//) ,1 ,(• //, 

A / it), 

11 . *„ . , </„ , r„ , /„t , 

ho da Li 


1 * 

-i '/ '(-'I 1 .-l 1, , 

l i 

, * ! V'(.V) •+• d a- , 

r - 


N ■ 

' **’ • J , 

< .r ( if 

t - 

* * . . 

- '? V (.V 
f l/ rf “ 


) I>»«* liUlc’n-nhiilK’c'ii’huiiK 1B1 tifxii/t eitto luioyrallilah*. 
wetnwt (lurch die lnuliii nich Nchneiiictulcn Ku rw ' — “ — ■ *• 

*" rW tm.i r x„. < ./lyi g,*hf. 
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ist. Die Gleichung (B) geht in 

fiber, wo die reebte Seite nach Einsetzung der obigcn Aus- 
drficke ffir e , p , q , r , t eine Potenzreihe von 

, dz' Sz^_ <9V dV 

x > y » 0 ’ "d® ’ 'dy ’ ~6® 2 ’ d?/ 2 

ist, welche fur die Nullwerte dieser GroJBen verschwindet; 
dasselbe gilt ffir. die Ableitung der reebten Seite nacb 

fiV 

c 1 ® 2 


Wir betrachten demgemaB, indem wir statt z' winder z 
schreiben, eine Differentialgleicbung 

(16) s =f(x, y , z, p, q, r , i) , 

wo f in der Umgebung der Werte x = 0, y = <1 , " ' () » 

p = 0 , q = 0, r = 0 , t = 0 regular ist und ffir dioats 

8f 

Werte nebst der Ableitung — verschwindet. Wir sucnen 
. dr 

der Gleichung (16) durch eine Funktion z von x , y zai ge- 
niigen, welche in der TJmgebung von x =* 0 , y 0 re- 
gular ist und sowohl fiir a? = 0 , als auch fur y Q ver- 
schwindet. 

Fiir diese Funktion ist*) 

I =0, 

o 

und nach (16) 

Indem man die Gleichung (16) nach x oder nach y partiell 
differentiiert, erhalt man 

d*z d^Z 

. dx 2 dy ’ dxdy 2 




*) Her Wert, welch en eine Funktion 
V = 0 anmmmt, wird mit (d% bezeichnet. 


$ y on 


^ , 2/ ftlr .r 


U, 


& 21. Kin weitorus Kenton?, theorem. 


Ill 


(lurch 

( < n z 

t\r :t ’ tf 

mid die Ableit ungen geringerer hIh driller Ordnung uuh * 
gedruekt; mmi kennt also auch 

/ 1 . 

\ < y' t It 'u ’ V f .r f f i u 

Dmvh Fortsetzung dieses Verfahrens erhiilt man sauit- 
liciie Ableit ungen 

( ) 

\ ( X u < If* I ii 

dumb die Operulkmen der Addition uud M ult iplikat ion, 
Kh 1st m ssoigon, daB die Keihe H 



konvergierl, wenn x uud if hinrciehcnd klein simb 
Wir nehmeu an, die Keihe- fin* (lit* Funktion / set fur 

a* «» , if n % z m , ft 1 1 % (f t » „ 
r 11 y i Ii 


konvergnd mid der absolute Bel rag von f sei in dent an* 
gegebenen (*ebiet httohstetiH gleich M . Die Funktion 


UK) 


IV, I(, p, q, r, t) 
M 


X 

■1 // 

\ 





r 

K 


wo u * \ v 1 ini, lath sieh in eine PotenKreihe von x t i/ f 

-r, p i tf * r , t entwickein, in welcher dan konstnnte (Hied 
mid der Koeffizietii von r gleirh Null simU wnhrend die 
iibrigen Koeffisdettten positiv mid nielit khaner turn! ills 
die eulH|ina*liembm Koeffmenten in der Heibenentwieklung 
der Funktion /’. A us der DifferenUulgleictmng 

(lb) h IV , if y : , p * q , r f t) 
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erhalt man fur 2 eine Potenzreihe S' von x , y , welche 
fur x = 0 und fur y = 0 verscliwindet und deren Koeffi- 
zienten positiv und nicht kleiner sind als die absoliiten 
Betrage der Koeffizienten der aus (16) erhaltenen Eeihe S . 

Die Differentialgleichung (19) geht, wenn man fur z 
eine Punktion von u — x + « y setzt, in 


( 20 ) 




M a 2 ' 

\ d 9 -z 

E . 

) du 2 


a -f a 3 

ITT 

M 


+ " E 2 J\du 2 J 


u , . .j . \ dz 

-+«+(i+«)- 5J - 


M 


Q 


uber. Wir nehmen a so klein an, daS der Koeffizient voti 

— — positiv ausfallt. Die rechte Seite der Gleiehung laBt 
dvr 

sich in eine Potenzreihe von u, z, mit lanter positiven 

Koeffizienten (ohne konstantes Glied) entwickeln; die Glei- 
ehung kann anf die Form 


d 2 z ( dz N 
du 2 ^ \ ? Z 9 du> 


gebracht werden, wo <p eine Potenzreihe mit positiven 
Koeffizienten und mit verschwindendem konstanten Glied 
ist. Die Gleichung (20) wird durch eine Potenzreihe 



mit positiven Koeffizienten befriedigt, welche fiir hin- 
reichend kleine Werte von | u | konvergiert. 

Die Keihe (21) geht, wenn man u = x -f <x y setzt, in 
eine Potenzreihe S" von x , y mit lauter positiven Koeffi- 
zienten uber, welche in der TJmgebung von x = 0 , y = 0 
konvergiert nnd der Differentialgleichung (19) geniigt. Die 
Koeffizienten der Reihe S' sind nicht groBer als die ent- 
sprechenden Koeffizienten der Reihe S " ; denn die Koeffi- 
zienten von x 3 , a? 4 , . . . , y * , i/ 4 , . . . in S" sind positiv, 
wahrend die entspreehenden Koeffizienten in S' ver- 
schwinden, und die iibrigen Koeffizienten leiten sich aus 


§22. Iniogralfl&chon, welehe eino gegebene (Jharakt. enthnlt.cn. | 1 ;{ 

den angegebenon dureh Addition nnd Multiplikation ai>. 
Demnaclx ist ancli die Keiho S' nnd weiterhin die Reilie N 
konvergent;, wenn die absoluten Betriige von <r nnd y liin- 
roichend klein sind. 




§ 22 . Integral flUchen, welehe elne gegebem* 
(’harakteristik eul halten. 

Kh sei jotzfc cine CharakteriKtik der partiellen Diife- 
rcntialgleiohung zweiter Ordnnng (A) gegeben, <1. h. eine 
(‘infaehe Munnigfnlt.igkeit; von Fliiehanelementen zweiter 
Ordnung (x, ?/, z, f,q, r, x , /), wele.be den (ileiehungen (12) 
gondgen. Wir fragen naeh den Integralfliiehon, welehe 
die •’■egebeno (lharakt erinlik enthalten. 

'enn sick die Oharukteriatik an die Kurve jUj 

* - g(x>) p S| 

■'”5® Jnoi «gj 

ansehliellt, bringen wir diose Kurve (lurch Anwendunfjrtk'c-J 
Substitution 

X * . 1) !l f(x) . ) z - '/(.'■) 

auf die Form 


!/ t) 


u 


«£> >- 
Z • i 

. o 

IsJ - J 

o 

La , * ! 
0 a&ifl 


iiingH dor (’harakteristik ist dann dij () t d; 
auf Grand dor zwoiton, dritton und viorton (Heiciiunjtrfi. 

0 pdx, dp rdx 1 dq x iLr * ^ ^ 

ho dufi din Gleiehungen dor Olmraktoristik die Form 
button : 


& 


it • 0 , i , p -- 0 « q q («r) * 

r 0 , h q '(dr), * V’W * 

Diene Uloidmngen gehen dutch Anwendung dor Substitution 

in die Form 

(22) ij O t jr ■ 0, /* 0 , f/ 0* r 0, # — 0 , t U 

fiber, welehe wir dor weiterou Untornuehung asugrunde logon. 

Wir Hudson die Bedingungen auf, welehe dies linke 
Beit© F dor Different hdgleidinng (A) orfullcm muB, dumlt 
die Gtaichungen (22) oino ('haruktoristik dursteHoti. D&bei 


8 
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nelimen wir an, daB sicli die Funktio n F in dor Umgelmng 
dor Werto x=*y = z^...^t^Q regular verhalt. 

Da langs der Oharakteristik Ay** 0 und nach (12) 

J2 dy- - 8 dec dy * |- T dx* = 0 

ist, so muB T = 0 sein. Wenn wir annehmen, daB jS 2 — 414 7’ 
an der Stelle a?=sy==...«=t«=0 niclit verschwimlet, so 
ist 5 an dieser Stelle von Null versdiieden, und die Glei- 
ehung F = 0 lafit sich (lurch Aufldsung nach # auf dk fc 
Form bringen: 

$ --- <x a? + 6 ?/ + c - + dp »| • e g h r 4 . . . , 

wo die wcggelassenen Gliodcr von hoherem als dem ersten 
Grad sind; ein Glied ersten Grades in l kommt nicht vor, 
da T fur x = y . . . t 0 vorschwindot. Wenn man 
x durch x + hy ersetzt, wodurch sieh die Gleiehungen (22) 
nieht; ftndcrn, iallt das Glied hr fort, und die DiHVrcnGah 
gleichung erhalt die Form 

m) I * ra s ’ p ’ <J ’ r ’ n 

\ — ax + bn -I cz | dp -[■ e<j -| .... 

Sollen die Differcntialgleiclmngen der (‘•hanikieristiken, die 


wir jetzt 

in der J 

i'orm 

(IP) 




if 

o 

dy = 0 , 

<lz 

P d.r , 


1 rd.r 

, dy x <Lr , 

OF , 

OF , 

OF 



dr 

dx 

7 X 4 

-*•« + 

r . 

' V 

• ••« . 

oq 

; B 

<l.r ' ‘ 

< t , 
dx 

OF , 

OF , 

OF 

, , < 


d« . » 

dt 

Oy '' 

■ <1 'I 

,v 

' 7> 

- < 

‘ <1 

1 It 

d.r ' ’ 

(/,(> «* 

einfuliren 

mussen, 

(lurch die G 

lleiohungcn (' 

22) befnedigt 

werden, so mu 13 









f F 






■■ 0 , 


- u 




Ox 


< y 



Oder wegen F « s 








<V Es 

da? 

", 

**f 

<y 

0 



§ 22. Integralflilclion, wolclio oino gogebenn Chnrakt. cnthaltnn. 1 1 ~> 


aein. Die Gloichung 


_ Dio Potenzreihe /'(.v , y , z , p , q , r , i) darf, da did 
Gleichung (23) fiir y z p *•■■■ q r t o (ion VVorl. 
s «* 0 orgeben muB, koin Ulied von dor Form 

Konst, x" (n 0,1,2,...) 
<■«- Damit in don Ab- 

«« Z ' ... t 0 


onthalten ; dossal bo gilt dann fiir . 

tlf t-f < ® 

leituugen und , woleho fiir y 


vorschwindon mflsaon, koin Glied mit x" vorkommt, darf /' 
koin Gliod mit i/w n und mit tx n onthalton. Wonn in /' 
die Gliodor mit ;r" , yx n und lx n (n 0, 1,2,...) foidon, 
stellon die Gloiohungon (22) wirkiioh oino Gliaruktoristik 
dor Difforontialgloichung (23) dar. 

Dio Puukiion »/•(//) vorhalt.o sieli in dor Umgobnttg 
von 1 / • O regular und vorsehwinde fiir y 0 nob.st ihron 
boidon orston Aldoilungou. Naoli dcm in § 21 bowitwnon 
Sat-ze bo.sitzt die DilTorontialgloioluing (23) oin in dor Urn- 
golmng von x 0, y 0 rogulilros Integrals, wolcltos 
sich fiir ij 0 auf 0 und fiir x 0 auf y(y) roduziort. 
VVir zeigon, dull in dor Potenzroihenenfwieklung dieses 
Integrals die Gliodor mit w” y und a r”// 3 (» >- 0, 1,2,...) 
fohlon. 


Zuniiohst int*) 


U It hi 


(•"--) . 

w x” 1 0 

■0, 


* 0 , 

<» 

o. 1, 

Vy*K 

(/■''(it) 

( 1 . 


Durch Difforontiution dor Gloichung (23) 

* /V. y , P, <h r, t) 

*) tailor (>p H wird dor Wort dor Punkliuii y von ,r, y fiir 

X mm y m» 0 

8 * 
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nach y erhalt man 
B n z 


(24) 


_ ±C , Qf_ a 4 - K. r + ±C t 

dxdy' 2 By 8z ^ dp ' 8q 

Bf B*z Bf 

dr BaPdy Bt By a 


Da fur x * y = 0 z , p , q , r , £ sowie /* 
verschwinden, so ist auch 


fly/o 

*Wir nehrnen an, es soi 

VVdi/A, ’ 


0, 


d !, 2 




<7 <7 <7 

’ 7 i ’ Tv ’ <V 

- o . 


( v *,*,) o , (< CM) 

\<'a?*c //-A, 


tmd zcigen, dafl dann auch 

B n + [ z \ / \ 

dx n Sy ) {) “ ° ’ (dof <3i/ 2 )<> 0 

ist. 

Alle Glieder dor Bntwicklung der Funktkm f <*n( - 
lialten eine dor GroOen y,z,p,q,r,t a In Faktor. Wonn 
man 5cur Bereclmung von 

( n I 1 z 

rV‘ (it/ 

die Gleickung s — (n ~ J)-mal nach a; differenliiort., out • 
liftlt jedos Gliod des Ergo.bni.sHOH nine dor G Widen 


1 ** 1 * • • » 

< x < X 


f > * 1 z 

■ ,n 1 l » 


d// 2 ’ 


Bz B n z 

By 1 Jw^’ 1 dy ; 

folglich ist 


<>* *2 
f * ./•” * < ^ * 
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Audi alle Glieder des Ausdrucks (24) fiir 
gesehen von 


(25) 


fif fis s z fif fi :i z 

fir fix* fiy fit { if 1 ’ 


fi-'z 

fix fiy 1 


ab- 


cntlmlton cine dor GrflBen y , s , p , q , r , t als Faktor, 
und wonn man zur Boreehnung von 


< x" fiy 1 

die Gleiehung (24) n 1-mal nadi x differentiiert, vor- 
Ho.liwindon die Gliodcr win vorhin fiir x y 0 . Finer 
boHondoren Priifung bedarf dor Ausdruck (25). Wonn man 
das Produkt 

fif <»g 
fir fix* fiy 

(n — 1) - mal nac.h x differentiiert, onthalten alio Glieder 
eino dor Ableit, ungen 

{ II v { n } 1 2 < n J 2 « 

( ( jf ' < y* ( if ( x n 1 1 1 y 7 


und /.war orKoheint die zuletzt erwiihnte Ableitung mit dom 

Fuktor . Dio Orflflon 
( r 



Hind dor Voramwetzung naeh Mull, wir habon goHoben, 
dad auoh 



infc, und wisHon, dad ^ fiir die Nullworte dor Argurnonto 

t r 

vontohwimlH. I>it* (n !}«!<* Abldtung dt*H Produktiw 

if t 
it tf 
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nach x setzt sich aus Gliedern yon der Form 

Qn-vf 


dtdoc n ~ v ~ 1 8 y B+v 


(v=0, 1, . . n— 1) 


df 


zusammen. Da ebenso wie f nur Glieder mit einem 
ot 

der Faktoren y , z , p , g. r , t enthalt, verschwinden fur 
x — y — 0 alle Glieder von 

£)n-y-l 

8x n 

Damit ist nachgewiesen, daB 

0, (££)-o, (-£Xl -0 


m-v - 1 /8f\ 

\di) ' 




dx 11 dy. 


8x n 8y 2 / o 


(» = 0, 1, 2, ...) 

ist. Daslntegral, welches diegegebenen Anfangsbedingungen 
erfullt, gestattet eine Beiheuentwicklung von der Form 

(27) « = <P& ( x ) V 3 + <Pi (®) + • • • , 

wo (p 3 , <}j 4 , ... Potenzreihen von x sind. Demnach ist 
fur y — 0 

a = 0, p = 0, g = 0, r = 0, s = 0 , t = 0 . 

Die Gleichung (27) stellt also eine Integralflacbe der 
partiellen Differentialgleicbung (23) dar, welcbe die Ona- 
rakteristik (22) enthalt. Die Koeffizienten der Potenz- 
reihe yj(y) konnen willkurlich gewablt werden, sofern nut- 
die Eedingungen fur die Konvergenz erfullt sind. Es gilt 
also der Satz: 

Eine gegebene Charakteristik der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

Vi P, i,r, s, <) = 0 

gehort nnendlich vielen Integralflachen an, welche 
von nnendlich vielen willkiirlichen Konstanten ab- 
n&ngen. 

Diese Integralflachen haben langs der gegebenen Cha- 
rakteristik eine Eeriihrung zweiter Ordnung*). 

weiteZ^-iffi StenZth ^° reme ur ) d Charakteristiken beziehen ,skdi 
mrtfi® a Ab a t T I on G , oursat (Bull, de la Soo. math, de France 
1906, Ann. de la Fac. de Toulouse, 1903, 1904, 1906) ; 


§23. Charakteriatikon der Mongo-Ampemjt’ben (doiehung. ]|<) 


§ 2d. (Isarakterlstlkeii der M o ts g e - A in p e r e sell on 

IHflVnmtlalgleichung. 


Wir boHehaftigen turn eingehender miioiner partiollen 
IMfforenl.ialglciohung aweiter Ordnung, welehe in 
bezug a u f 

r n # > t , r t 


linear iwt, <1. h. mit oiner Oleielmng von der Form 


(0) U r | 2 K x | hi | .)/ Kir l *•'■) 0 , 

worin // , iv * b , < 1 / , X von i/ , z % /> , q ubhangen 
( Differ en f ialgleieh u ng v on M on go urul Am pore 
Wir suchen nine Jntogmlflache zn bostimimm, welehe 
dun*h einon gegebenen Klroifen von Fhadtonelementen orator 
Ordnung gold; oh noion nlao y , 3 , , q gogebeno Funk- 

tionon nines Parameters n , welehe die Bedingung 


p dx 1 qdy 

orfiitlen. Urn die Werfe von r , x T t zu bereehnon, welehe 
einem Element, des gegebenen Streifens entsproehen, haben 
wir die (Sleielumg (V) mil den < Ueieimngen 


dp r (hr 1 tidy, 

d if s (hr i (dy 

z u verbimien. Dureh Elimination \ on r and t erhult 
man fiir s die (lleiebung 


P h Q 0 ? 

wobei gesetzt inf: 



// dif 2 l\ (hr dy | 
// dp d y ] h dq (hr j 


I,dj''' \ X (dir dp t dy dq) , 
M dxdy j Kdpdq . 


fat P von Null verseldeden, ho nind r, t eiudeutig be’ 
dnaselhe gilt narh § 1b smelt von don partiellen 
Aided ungen holierer Ordnung, ho dstb dureh den gegebenen 
Hfreifen eitte f tdegralfluehe eindeutig best immt isf , Inf. 
V *■ 0 f uber (/ von Null versehioden , ho Hind fur r f s t t 
koine endliehett Werte vorhanden. Hat man gUdchzdtig 


P n, Q 0, 

ho Hind die partieilen Aided ungen xweiter Ordnung r ? #, f 
nieltt brut burnt; der gegebene Htreifen wird claim ein elm- 
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rakteristiscber Streifen Oder eine Charakteristik 
erster Ordnung genannt. 

Ein ebarakteristiscber Streifen genugt den Gleichungen 


(29) 


P = 0, Q = 0 


in Yerbindung mit der Gleicbung 


dz = p dx + qdy . 

Aus den Gleichnngen (29) folgt bei beliebigem X 

X P + NQ = (N dp + L dx + Xdy) (N dq + H dy + X dx) 

-(;.* + 2 KX + HL- MX) dxdy^O 
Oder, wenn X eine Wurzel der Gleicbung 
(30) X? + 2 KX + HL- MX = 0 

ist, 

XP + NQ = (Ndp + L dx + X dy) (Ndq + H dy + X dx) = 0 . 

Hat die quadratiscbe Gleichung (30) die beiden Wurzeln X x 
und X 2 , so gilt die letzte Gleicbung sowobl fiir X — X x als 
aucb fur X = X 2 ; wenn N nicht verscbwindct und X x , X 2 
voneinander verscbieden sind, sind die Gleicbungen P = 0 , 
Q = 0 und X x P + NQ = 0 , X 2 P + NQ = 0 aquivalent; es 
ist also entweder 


(31) 

Oder 


Ndp + L dx ~f dy — 0 , 
Ndq + S dy + l 2 = 0 , 

dz = p dx + qdy 


{ N dp + L dx + h dy = 0 , 

(32) | Ndq + Edy + X x dx = 0 , 

l dz == p dx + qdy . 

Ist N — 0 , liegt also die in r, s , t linear© Gleicbung 
(O') Hr + 2Ks + Lt + M = Q 


vor, so ist 


P ~Edy 2 -2Kdxdy + Ldx*, 

Q = 3 dp dy + L dq dx + M dx dy . 
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1st II von Null verschieden, so seien X, und X. t dio 
beiden Wurzeln dor quadratisehen Gleichung 

(33) m* ~~2KX + L*~Q , 

so daB 

P - II (da - /, dx) {d,/ ~ 1, dr) 

ist. Dann zerfallen die Gleichungen P ■ 0 , Q O in 
l dy X y d.r 0 , 

| in, dp + Ldq I MX l dx 0 


(31) 

und 

(3b) 


d y — X.} dx - - 0 , 

II dp + L dq - 1 - M X, dx - 0 . 

Die Gleichungen (34) und (35), zu welchen jedesnml noch 
die Gleichung 

dz p dx + <1 dy 

hinzuzufugon ist, stellen die beiden System e von Oharakte- 
ristiken dar. 

1st II 0, L \ I), so hat man 

P d.r (2 K d y Ldx) , 
l) dx(Ldq | .1/ dy) . 

Man hat /.wei Sysleme von ('haraktermtiken mit den Glei- 
eh ungen 

| 2 K dy Ldx - 0 , 

\ L dq 4 - M dy - 0 

und 

0 


(3«> 

und 

(37) 


dX ~ \r , 

■> K dp | Ldq | M dy - 0 . 

Die letzte Gleichung ergibt Hich (lurch Elimination von 
h und l uuh den dm Gleichungen 

•3 Ks -I- Lt j .1/ 0 , 

dp h dy , dq I dy . 

Zu (3(5) konuut iiie Gleichung 

dz p dx i qdy, 

zu (37) die (ileiclmng 


dz » qdy . 


122 HI. Abschnitt. Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

1st H = 0 , L = 0 , so nimmt jede der beiden Glei- 
cbungen P = 0 , Q = 0 die Form dxdy = 0 an, so daB 
entweder dx = 0 oder dy = 0 ist. Durch Elimination von 
s ans den Gleich ungen 

2Ks + M — 0, dp = sdy 
b2W ‘ 2Ks + M = 0 , dq = sdx 

erbalt man die beiden Systeme von Cbarakteristiken 


(38) 

und 

(39) 


dx = 0 , 

2Kdp + Mdy^O 
dy = 0 j 
2Kdg_+ Mdx^O . 

Zn den beiden Gleicbungen (38) bzw. (39) tritt nocb die 

Gleichung _ 7 . , 

da = pdx + qdy 

binzn, d. b. zu (38) die Gleicbnng 


dz = qdy , 

zn (39) die Gleicbung 

dz — p dx . 

Wir bringen die Tbeorie der Cbarakteristiken erster 
Ordnnng der Monge -Ampere scben Gleiebnng (C) mil; 
der in §§ 20 — 22 entwickelten Theorie der Cbarakteristiken 
der abgemeinen partieilen Differentialgleicbnng zweiter 
Ordnung in Verbindung. 

Die Differentialgleicbungen der Cbarakteristiken dor 
partieilen Differentialgleicbnng 

F(os, y, z, p, q, r, s, t) = 0 
batten sicb in § 20 in der Form ergeben: 


F = 0 , 

Bdy 2 -S dxdy + Tdx 2 - 0 , 
dz = p dx + gdy , 

X dx dy + B dr dy + T ds d x = 0 , 
dy + Tdt dx « 0 , 
dp = r cZo? + s d?/ , 


( 40 ) 
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Wenn 


F « H r + 2 K s + L t + M + N(rt - #*) 
gesetzt wird, 1st 

(IF 

u , - 7/-i- n t , 

or 

« * 2(/i . .Va), 

(IF 

T - . - 7.+ A>. 


Die zweite Gleichung (40) wird hi crunch 
II dy* - 2 Kdxdy d Ldx* 

+ N(rda>* I 2 ndxdy d ldtj~) 0 


r dx* 4- 2 s dx dy b I dy* ** dkr (r dtr - j * //?/) -}- d// (# dkw 4 / dy) 

dxd }> 4 dq dq 
int, 

(4 I ) // d y* 2 7\ rf.r </;/ i L dx ' j Xfd.r rf p ; rf i/ dr/) 0 . 

Worm man die nus den beidon letxten Gleiehungen (40) 
hereehneten Werte von r und l in ((') cinsetzt- and die 
Gleichung (41) boriUdmiehtigt, erhii.lt man 

( 12 ) II d p dy ! h dq dx + M dx dy *(- F dp dq 0 . 

Die Gleiehungen (11) und (42), weleho mit den Gleiehungen 
r * 0 , Q 0 uheieinniinnnen , kdnnen an die Stella der 
beiden e in ten Gleiehungen (40) genet?, i werden. 

An die Htelle der dm ernten Gleiehungen (10) setzon 
wir die dm Gleiehungen 

(43) /' 0, Q 0, dz p dx J q dy 

zwDehen x , y , z } p , q , welehe eine Gharakf eriatik crater 
Ordnuug definicren, wiihreml zur Definition einer Cha- 
rnkteristik /.writer Oidnnng zn den Gleiehungen (43) nocb 
die vler let/den Gleiehungen (40) hinzuzufugen Hind. Die 
Different ialgleiehungen (43) der .< 'ha rakt crist ikeu crater 
Ordnung kdirnen wie ohen umgeformt werden. 
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Jede Charakteristik zweiter Ordnung der 
Monge-Ampfereschen Gleichung (0) enthalt cine 
Charakteristik erster Ordnung. Umgekelirt ist, wie 
wir zeigen werden, eino Charakteristik erster Ord- 
nung, fur wolche 8 3 — iRT von Null verschiedon 
ist, in unendlich vielen Charakteristiken zweiter 
Ordnung enthalten, welehe von einer willkurlielien 
Konstanten abhangen. 

Sind n&mlich langs einer Charakteristik erster Ord- 
nung x , y , z , p , q als Funktionen eines Parameters u ge- 
geben, so hat man zur Bestiinmung von r, s,t die drei 
Gleiehungen 


(44) 


dp -- r dx + s dy , 
dq — .v dx -)- 1 dy , 

. X dx dy + R dr dp + Tdsdx 0 . 


da (S. 105) die fiinfte Gleichung (40) cine Folgc der iibrigen 
ist. Aus den beiden craten Gleiehungen (44) folgt 

dp — s dy , dq — itdx 

r ■» • , t ™ , 

dx dy 

und aus 

d 3 p *= r d' 2 x -\- s d*y + dr dx 4- dtt dy 


erhalt man 

dr 


d 3 p — r rf-.'c — h d-y <ln dy 
dx 


Wenn man diesen Auadruek Xiir dr in die letzte Glei- 
chung (44) cinsetzt, oracheint, ds mit dom Faktor 

Rdy- - T dx- , 

welcher nicht verachwindet; denn die Bedingung fiir das 
gleichzeitige Bestehen der beiden Gleiehungen 

Rdy 3 — T dx 3 - 0 , R dy 3 - dx dy | T dx 3 0 

ist S 3 — ■ 4 R T *•« 0 . Durch Elimination von r und t aus 
den drei Gleiehungen (44) erhlllt man fur# die Differential* 
gleiehung erster Ordnung 


(45) 
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aus welehor sicli s als Funktion von u mit oinor willkiir- 
liehen Konstanten ergibt. Dio beiden crston Gleichungen (44) 
liefern liierauf r und t ala Funktionon von n . 1st der 
Wert von x fur einon bestinunten Wert von u gegoben, so 
sind r , s , t, langs der Charakteriatik orator Ordnung be- 
stimmt. 

Wir k 6 mien dieses Ergebnis aue.h so aussprecben : 

Wonn zwoi Integral flitch on der Monge-Ampfero - 
sehen Gloicliung in einem Funkt.e einer iltncn ge- 
meinsamen Oharaktoristik erster Ordnung eine Be- 
riihrung zwoiter Ordnung haben, haben sie liings 
der Oharaktoristik eine Beruhrung zwoiter Ord- 
nung. 

Indent wir die letzten Siitzo mit dent in § 22 bowiosenen 
Satze liber die Integral fluchen der allgemeinen Differential- 
gleichung zwoiter Ordnung durclt eine gegebene Charak- 
toristik verbinden, erhalten wir den Satz: 

Dureh eine Oharaktoristik erster Ordnung der 
Monge-Amphrcsclion (Hoichung gehen unendlich 
viele Integralfliichen, welche von unendlich vielen 
willkiirliehen Konstanten ablningon. 

Denn die gegebone eharaktoristik erster Ordnung ge- 
hdrt unendlieh vielen Oharakteristiken zwoiter Ordnung 
(mit einer willkiirliehen Konstanten) an, und (lurch jede 
seiche Oharaktoristik zwoiter Ordnung gehen unendlich 
viele Integralfliichen (mit unendlich vielen willkiirliehen 
Konstanten). 

Mine 1 nt egralflilehe der Mongo-AmptNreselton 
Different ialgleieliung (O) enthiilt. unendlich viele 
Oharakteristiken und zwar, wonn I, und A a ver- 
sehteden sind, unendlich viele Oharakteristiken 
nines jeden der heiden By st elite. Umgekehrt stellt 
jede Fliiehe, welche rv l Oharakteristiken eines 
Hystems enthiilt, ein Integral dar. 

Der crate Toil ties Batzes iat. in dent uuf B. 10H aus- 
geaproehenen Batze filr die allgemeine Different ialgleieliung 
zwoiter Ordnung cut batten. 

Um die zweite Behauptung zu beweisen, nehmett wir 
an, dureh jeden Punkt der Fliiehe z* gehe eine 

auf der Fliiehe gelegeno Oharaktoristik ties ersten Systems. 
Hetzt matt 
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60 

z = $(x,y), P = 

6*0 6*0 
r ~~ 6x 2 9 8 ~~ 6x6y 9 

und geht man von dem beliebigen Flachenpunkte (x, y , s) 
langs der erwahnten Charakteristik weiter, so gelten die 
Gleichungen (31) 

Ndp + Ldx + X x dy = 0 , 

Ndq + X 2 dx + Edy = 0 

nnd 

= r <2# + s dy , 
dq = s dx + tdy . 

Durch Elimination von nnd dq erhalt man die Glei- 
chungen 

(Nr -f L)dx + (As + = 0 , 

(Ns+X 2 )dx + (Nt + H)dy = 0, 

und hieraus geht durch Elimination von dx : dy die Glei- 
chung 

(Nr + L)(Nt + E)~ (Ns + Xj) (Ns + X 2 ) = 0 

hervor, welche mit (C) iibereinstimmt. Da die partiellen 
Ableitungen von 0(x,y) der Gleichung (C) geniigen, so ist 
z = 0(x , y) eine Integralflache. 

Der unter der Voraussetzung eines von Null ver* 
sehiedenen N gefukrte Beweis laflt sieh auf den Fall N— 0 
ubertragen. 

§ 24. Integrierkare Falle der Monge- Amp fere scheii 
Different i algl ei chung. 

Nut in besonderen Fallen sind wir in der Lage, die 
Differentialgleichung (C) durch Zuruckfiihrung auf gewohn- 
liche Differentialgleichungen zu integrieren. 

Wir setzen vorlaufig voraus, daB N nicht identisch 
verschwindet ; auf die Abanderungen, welche im Falle 
N = 0 eintreten, kommen wir spater zuruck. 

Wir untersuchen zunachst, ob eine Funktion V von 
x >y>2>V,q Torhanden ist, deren Differential dV infolge 


ff “ 


t = 


60 

W’ 

6*0 

6y* 
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tier Diffcrentialgleichungen (31) ties oinen Chamkl.erist.iken- 
ayatema vorschwintlot. Sotzt man 

dV < V <V ( V (V 
dV ~ „ dx | n dp j - dz dp | . - dq 

da: ip < z 


<* V 

dp 

dp 


nud driiekt man vermittels tier Glcichungen (31) dz, dp , dq 
(lurch dx , dp a us, so imissen die Koeffizionten yon dx 
und dp verse, liwinden, so dull sieh fur V die beiden linearen 
parliellen Dil'ferenlialgleiehungen erster Ordnung ergoben: 


i 

i 

a( n 

* V 

i V 

L (V 

L 

< V 

i 

( m 

{> «z 

N 

< P 

& 

N 

< <1 

j (46) ■ 

im 

< V 

< V 

X . rv 

II 

iv 

\ 


1 * r. 

~ N 

ip 

~ N 

dq 


Kadi dem in S 3 dargestellten Verfnhren crkennt man, 
oh das System (1(1) gar keiue Ldsung besilzt, Oder ob eine, 
zwei oder drei unabhiingige Lfisnngen vorhanden Hind. Das 
System (16) besitzt nur dann drei unabhiingige Liisungen, 
wenn es vollstiindig ist, d. h. wenn die Gleiehung 

iha (n) .u 


(.tu/i /tip)) *‘ l , i |/f( 1 ‘) a[ a ' 


duo Fol^t* dor (ildchun^n (4(i) fat. 

( V dV 

l)w (Hoidmni* (17), wdcho mnlor nodi exit- 
• dm a if 

halt, knnn nur dnnn infolgo dvr (Uoidtungon (40) orfiillt 

Hvhu worn* h\v idontinch erfflllt, wenn afao 

| •*(</) H(P) ''' 


f 

m 

H 1 

! L \ 

U-J 

1 A\ 

u, \ 
LV J 



n\ 

MO 
l N ) 

1 A| 

( II \ 
[. Nl 
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ist. Fur wenn X ± ~ X 2 — ~K ist, wenn also die beiden 
Systeme yon Charakteristiken znsammenfallen, konnen drei 
unabhangige Funktionen V yorhanden sein. 

Sind X 1 nnd X 2 yoneinander yersckieden, so entspricbt 
dem ersten Cbarakteristikensystem das System linearer 
partieller Differentialgleicbnngen (46), dem zweiten Charak- 
teristikensystem das System linearer partieller Differential - 
gleichnngen 


(460 


Af (rj\ SV , sv L dv 

A ( V) — “S b p — “5 

ox cz N dp 


AiZ.o' 

N 8q ’ 


B'{Y) 


ev ev 

q ~eZ 


A 2 8V 

N dp 


h ev_ 

N 8q 


0 


Wir heben den Satz hervor: 

Verschwindet dV infolge der Differentiailglei - 
chungen der Charakteristiken des ersten bzw. 
zweiten Systems, so geniigt F = V (x . y , z, p , q) den 
Differentialgleichungen (46) bzw. (46'). 

Ist F eine beliebige Losung des Systems (46), F' eine 
beliebige Losung des Systems (46'), so ist 

(49) [V, F'] = 0 , 


wenn man die in § 17 eingefiihrte Bezeichnung benutzt: 

iv r i - il fill 

L ’ J dp [da 
(8 V' 


ev 

8q 


8y 


+ p 

5F'\ 

6V' 

tdV 

, dV 

8z ) 

dp 

U® 


+ £ 

8V'\ 

ev ' 

(dV 

+ q £ - V - 
^ q dz, 

8z 1 

8q 1 

V dy 


Man sieht namlich, dafi der Ausdruck [F, V'] identiscli 
verschwindet, wenn man vermittels der Gleichungen (46) 


6F 


8x ^ dz ’ 


dV 

a. 


ev_ sv_ 

dy q dz. 


durch 


und vermittels der Gleichungen (46') 


dv 

dp 


dV 

8q 


cV' 

dx 


■ + p 


dv' ev' 

dz 


dV' 


durch 


dv' ev' 


8p 


8q 


dy dz 

ausdruckt. Fennt man zwei Funktionen u , v von x , y 
f » seiche die Bedingung [u, ®] = 0 erfiillen, involu- 
torisch, so kann man sagen: eine beliebige Losung F 
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von (40>) und cine belicbige LGsung V' von (46') sind 
involutoriseli. Ini Fallo /, — , in wclehem das 

System (4(F) mit deni System (4G) zusammenfiLllt, sind 
zwei beliebigc LOsungen des Systems (4t>) involutoriseli. 

Sind V, und K. I slsu n gen des Systems (40) odor (4(0), 
so ist. auch 

<H Vi, v*) , 

wo <1 > cine willkurliche Funktion darstollt , cine solclie Ldsung. 
Dio Gleielmng 

(nUJ V (,t , y , z, p, tj) konst. 

wird oin Zwiachenintogral der partiollon Differential- 
glcichung zweiter Orduung (C) genaimt, wenn siimtliolie 
Integrale dor partiollon Differentialgleichung orster Ord- 
nung (50) (allonfalls von den singularen Integralon ab- 
geaohen) dor partiollon Differentiaigleiehung zwoiter Ord- 
nung genGgen. 

Die Gleielmng (50) ist damn und nur dann oin 
Zwischenintegral der partiollon Differentialglei- 
chung (G), wenn 1' de.m System (40) odor dom 
System (Hi') geniigi. 

Zum Beweise heaehien wir, dull jedes nielit singuliiiv 
Integral der Differentiaigleiehung orster Orduung (5U) 

?/, z, 7>, q) konst. 


aus ou l ihrer Oharakt.eristikon besteht, deren Differential- 
gloichungen lauten: 


(til) 


fi V 

, p 


ii r 


< v 


: p . 

< q cp 


dir : dy : ds : dp : dq 

, el 


rv (tv , fiv\ (Cv , fi.V\ 

< q ' lea; ^ fig) " l ( i/ ^ fig i 


Das eine Churukterist ikensystom der particllen Differential- 
gleielmng ((') hat die Differential gleielmngen (92) 


dz p dr qdy 0 , 
N dp -{• L dx i /. s dy 0 , 
N dq | dx | U dy U . 


Das System (4tj) wird erhalten, indent man in den beiden 
letzten Gloichungen (32) fur dx : dy : dp : dq die aos (51) 

Hum, J’*rU«U* DUf«'rw>titiVSi'i<*Uung(tu. 9 
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entnommenen Werte setzt. Die Gleickungen (46) sagen 
also ans, dafi samtlicke Ckarakteristiken der Differential- 
gleickung V = konst, dem einen Charakteristikensystem 
der Differentialgleickung zweiter Ordnnng angekoren. 

1st (50) ein Zwisckenintegral, so ist jede Integralflacke 
von V = konst., die ans co 1 Charakteristiken (51) bestekt, 
eine Integralflacke von (C), sie setzt sick also ans co 1 Cka- 
rakteristiken (31) Oder (32) der partiellen Differential- 
gleickung zweiter Ordnung zusammen. Da alle Cka- 
rakteristiken (51) den Cliarakteristiken (32) Oder den 
Ckarakteristiken (31) angekoren *) , so ist entweder das 
System (46) Oder das System (460 befriedigt. 

Ist nmgekekrt das System (46) befriedigt, gekoren 
also samtlicke Ckarakteristiken (51) den Ckarakteristiken 
des zweiten Systems an, so bestekt jede Integralflaclie 
von V = konst, ans oo 1 Ckarakteristiken (51), also anck 
ans oo 1 Ckarakteristiken (32); ire ist also anck eine Integral- 
flacke der Differentialgleickung zweiter Ordnnng (S. 125). 

Ist in der Differentialgleickung (C) N = 0 , liegt also 
die Differentialgleickung 

(CO Hr + 2Es +Lt + M > 0 

vor, so konnen, wenn H von Hull versckieden ist und 
, L Wnrzeln der qnadratiscken Gleicknng (33) 

HV-2Kl + L^0 

sind, die Differentialgleickungen (34) des ersten Ckarak- 
teristikensystems in der Form gesckrieben werden: 


dy = X x dx , 

dz = (p + q) dx , 


dp + ^2 d d + ~j£ dx 


die Differentialgleickungen des zweiten Ckarakteristiken - 
systems geken kierans dnrck Vertausckung von X x und ,t> 
kervor. 


*) ^ e( ^ e Ckarakteristik (51) gehort unendlich vielen Integral- 
flaehen Yon (50), also auck von (C) an; sie 1st folglich auch eine 
Ckarakteristik von (C). 
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Soli (IV infolgo dot* Gleichungen (52) nTsehwindcn, 
so mussen in 


BV 

dx 


dx ■+ 


BY 

By 


7 , (TV 7 , (1V * , dV I 

** + e-J‘+ ;, v **• + ej 2 ’ 


worm man nach (52) d;t/ , dz , dp (lurch dx , dg ersetzt, die 
Koeffizienten von dx und dr/ verschwinden; V muB also 
den boidon linearen partition niffor<*nt.ialgleichungen crater 
( )rdnung 


(r>3) 


MV) 

B(V) 


OV 

Ox 


-I A, 


0 V 

Oy 


(P -I- A, <l) 


OV OV 

Oq “ :i cl?, 


0 


J/ 3F 
II O p 


geniigen, welch© an die Stoll© von (4(1) t-retcn. An die 
8 telle von (4 O') treten die Gleichungen 


(030 


Jl'OO :« 
li'iV) 


OV 

, ay , . , , jf 

M OV „ 

Ox ' 

’ 0y l> ^ ()~ 

II Op ’ 

or 

, OV 

L 0 . 


0q 

1 < P 



Die hisher fiir den Fall nines nieht versehwindenden .V 
uufgestellten Siitze gelt on auoh riir X 0, wie man er- 
kennt , wenn man die bisherigen Knt wieklungon in ab- 
goilnderter Form wiederholt. 

Wir weinlen tins mm zur Betracshtung von Fallen, 
in welehen die 1 )i fieren t ialgleie.hmtg {(’) integriert oiler auf 
eine jmrtiello Different ialgleh'hung crater Ordntmg zurilek- 
gefilhrt warden kann. 

Zunuehst sei A, 1 A a . Besitzen die linearen Differential- 
gleielmngen (111) zwei unabhiingigo Integrate F, , I!, , set 
ist, wenn <l> eine willkurliehe Funktion durst ellt, aueh 


<HK, v») 

©in Integral. Detnnacb ist. aueh 


n v (»;> », 

wo q eine wiUktlrlieb© Funktion bezeiebnet, ©in Zwiaoken- 
integral der jmrtietlen Differentialgieielumg ((!). Die Inte- 
gration der Different ialgleiehung zweiter Ordnung iat 

9* 
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demnach auf dio Integration dew partiellen Differcntial- 
gleichung erster Ordnung 

(54) V 1 - <p(V % ) = 0 

zuruckgofuhrt. Wird eino Integralfliicko der partiellen 
Difforentialgleickung zweiter Ordnung gesucht, welcke den 
Streifen 

2/ = AM, « = p -= A(«) , a — /#(■ /«) 

entMlt, so muB die Gleichung (54) befriedigt werden, wenn 
man fur as,...,q die angegebenen Funktionen von w 
setzt. Dadureh gelien F t , F, in Funktionen F, (u ) , V t (it) 
fiber, und die Funktion <p bostimmt sieli aus der Gleichung 

Vy{u ) « r(KOO) . 

Hat das System (40) die beiden unablu'ingigen lute- 
grale V 1 , und das System (4(F) die beiden unabhiingigen 
Integrate F, , V A , so bat dio Differontialgleiehung (C), wonn 
untor <p und y> willkiirliche Funktionen verstanden werden, 
die beiden Zwischenintegralo 

(55) T^-^ra-o, 7,- V (FJ-0. 

Es ist 

(56) W-vM), F, - y’(Fi)] - 0 ; 

die Glcielmngcn (55) bilden also pin Involutionssystem, 
welches man nacli § 17 integriuren kunn. Bereehnet man 
aus den Glcielmngcn (55) p und q als Funktionen von x , 
y , s , so ist. 

Up d q 
dy dx ' 

so dad die Gleichung 

dz -■ p dx • 1 qdy 

vollst&ndig integrierbar ist.. 

Bilden die beiden Gleielinngen (10) ein vollstiindiges 
System, was, wie wir gesehen haben, nur im Falle I, 
mdglich ist, so besitzen sic drei Integrale V n F„ , F„ , 
zwischen welchen die Beziehungen 

(57) [7 lf 7,]-0, [Fj , Fj] «■ 0 , [ V t , F 3 j 0 
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bestehen. Sind <p und y> willkiirliehe Funktionen, so ist auch 

(58) [ V* — 9>(V,) , V, — — 0 , 

so dafl die beidert Gloick ungen 

(59) Vi - <p(V 9 ) , F a --./-( V 3 ) 

ein Involutionssystom bilden. Das allgemeino Integral 
dieses Systems, welches cine willkiirliclie, Konstante c ent- 
hiilt, wird dutch die Gleich ungen 

m V 8 ~c, v x -■ <p(c) , V, ,-(<*) 

dargestellt; derm berechnet man aus diesen drei Oleiehungen 
», p, q als Funktionen von x, y, so sind die Oleiehungen 
(59) erfilllt, und wegen (57) ist nach § 17 

Be Be 

Bx ^ ’ By " ^ ' 


Wir nehmon an, dutch Elimination von p,q aus den 
Oleiehungen (60) erge.be sieh die Fliichenschar 

(61) 0(.r, //, z; a, < r (r), </<(<•)) 0. 


Die Einluillemle dieser Flilohenschnr, welehe man dutch 
Elimination von e aus der (lleiehung (til) und der Oleichung 


(t»2) 


<i <!> 


B<1> 

Btp(c) 


cp'(c) 


-i- 


B<1> 

<hp(c) 


V» - o 


erhillt, genilgt der Differentialgleichung (C), deren all- 
gemeines Integral sie darstellt, da sit; zwei willkiirliehe 
Funktionen < p, */> enthiilt. 

Beispiel. Eh Keren die Flfichen zu bestimmen, welehe 
von den zur y s-Ehene parallelen Khenen in Krunmnuigs- 
linien gesehnitten werden. 

Die Krihnmungslinien einer Fliiehe z~ <l>(x, y) ge- 
niigen der Different ialgleiehung*) 

f [pqr - *(t ■(• p*)| dur 9 [r(l + g*) - i(l 4* p*)\dxdy 
\ -H#(t-l-g*) -pgfj<ii/ 9 « 0. 

*) V. a. K. Kommerell, R&umkurvon und Flftehon, Bd. 1 
(Samml. Schubert XXIX), 8. 23. 
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Die Bedingung daiiir, dafi in den Ebenen x — konst. 
Krummungslinien liegen, erliiilt man, indem man in (a) 
dx = 0 setzt, in Form der partiellen Differentialgleielumg 

(b) s (1 + q 2 ) — p q t = 0 . 

Die Gleichung (b) geht aus (O') horvor, indem man 
J/ = 0, 2I = l+g s , L —p q , M - 0 


setzt. Die Differentialgleichungen (3(>) xmd (1)7) der beiden 
Systeme von Charakteristikon schreiben sich jetzt 


(c) 

nnd 

(<1) 


(1 + q*) dy + p qdx *=* 0 , 
dq «=» 0 , 

dz — p dx — qdy =■ 0 
dx 0 , 

(l + <7 s )dp--p0dg-O, 
d« — q dy *••• 0 . 


Die Ausdriicke 

dq, d(y + qg) 


verschwinden infolge der Gleichungen (c) nnd die Auadrdoke 



infolge der Gleieliungen (d). Die Differentialglcieliung (1>) 
bositzt also die beiden Zwischenintograle 


(o) 


V s 

1 ”“ 1 “* (Jf 


7 j/ *(»)*)f v + qz “ v (?) , 


wo cp und y willkiirlicbe Funktionen Rind. Die Gleichung 
ds pdx + qdy 
geht, wonn man darin nach (e) 

(f) f /l + q* • <p'(x) , y 1/1(9) 9 z 

setzt, in 

dz = yi + 2 s * 9 »'(x) dx -r </ y»'( 5 ) dy — y 3 d» 9 z dq 


*) Statt ?)(*) schreiben wir </* ,2 (x). 
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oder 


d(stl-\-<?) ~ '/(*) dx 0 


Tiber. llicrauu folgt. 


(P) 


I'M-./ 

I n - - < 7 - 


f\ -I- q- 


Wir fuhrni an Htelle von q (due neue Veranderliche a ein, 
indein wir Ketzon: 


q ft 

n + g* ‘ A ’ q ~ \'l - a- 

tmd 

•/'{</) - <>'{*) • 

Dadurch goht (g) fiber in ’ 

00 * „ <r(<r) a «'(«) - 0 («) , 

f'l - • a :! 

w&hrend die zweite (lleiehung (f) die Form nnninnnt: 

(i) ii i . , ' L “' . 

|1 A 8 

Dureh Elimination von a atm den (Ueiehungen (h) und (i) 
erhii.lt. man die (lleic.hung der genuehton Fliielien. 

Beinpiel. Die Fliiehen, deren mimtliehe Punkte para- 
boliHch aind, genfigen der Differentialgleichung 

p) re s 3 «- 0 *), 

welehe auH (V) dadureh horvorgehfc, daU man 
II K L « M 0 , .V 1 

HOt.Zt. 

Die (lloic.liung (ilU) hat. die Wursseln A, A, . (1; die 

('harakteristikenHyHteme (hi) und (32) fallen zusammen in 


dp 

0 , dq 

0, dz pda: 

q d>j i ) 

dp 

0 t dq 

0, d(z p w 

qy) (» 


*) Kaituul. Hchubert XXIX, H. KK). 
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Unter Einfiilirung der willkiirlichen Funktionen q< und i/> 
hat man die beiden Zwischenintegrale 

{ft) 2 = ?>(p) , z-fx-qy - y>(p) . 

Das Involutionssystem (ft) hat das Integral 

■p c , q = 9 ? (c) , z — c x — <p(c) y — <p(c) *=> 0 

mit der willkiirlichen Konstanten c. Die Einlmllonde der 
Bbenenschar 

z — cx — (f> (c) y — >j>(c) = 0 , 

welche man durch Elimination von c aus dieaer Gleichung 
und der Gleichung 

x -I - ycp'(c) + i/>'(c) — 0 
exhalt, stellt eine abwickelbaro Fliiche dar. 


S 25. Die I) i ff'erential gl o ichung dor Minimalflilcben. 

Eine Minimalflache*) ist durch die Eigenschafl 
charakterisiert, daB in jedem ihrer Punkto die Sunnne der 
Hauptkriimmungsradien verschwindet. Diese Eigensehaft 
driickt sich durch die Differentialgleiehung 

(63) (1 + q 3 ) r — 2 p q s + (1 + p a ) t — 0 

aus, welche zwar die Form (O') hat, aber nach der in § 24 
dargestellten Methodc nicht integriert wcrden kann. Wir 
integrieren die Differentialgleiehung (63) nach einerMethode 
von Ampbre. 

Each (33), (34), (35) sind, wenn man 
w — |/l + p 3 -h (f 1 

setzt, die Differentialgleichungon der beiden Systeme von 
Oharakteristiken: 


(64) 


dz — p dx — qdy ~ 0 , 

is + M=p. d ,„o, 


*) VgL V. u. 3L Ko mm© roll, Haumkurven 
Bel. II (Bamml Schubert XLXV), S. 125, 


und Flftchen, 
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und 


(65) 


dz ~ p dx 


A „ , pq + iw 

d y + dx 


qdy - 0 , 
I) , 


pq — iw 

dp -- '■■■ „ dq ■■■■■■ 0 . 

1 -}• q- 

Dio lotzto Gleichung (64), die sicli in dor Form 

‘ft#")-" 

schreiben lft St, besitzt das Integral 

■pq + iw 

: — *--- » konst. ; 

1 + g* 

das Integral dcr letzten Gleichung des Systems (65) ist 


pq 


■ to 


1 + q * 


• «* konst. 


Wir kennen nur je nine Kunktion, dereti Differential in- 
fo Ige. der Cdeielningen (Gl ) l>zw. ((if)) versehwindet, und 
kdnnen also die bisherige Methode zur Berechnung nines 
Zwischeilintegrals mit einer willkiirliehen Funktion nio.ht 
anwenden. 

Wir driicken x , y, z durch die beiden unubhiingigen 
Verftnderlichen 


(66) 


pq 

1 • 


i w 




iw 


pq 

l + «* 


a us, so dafl filr das ersto Oharakteristikensystem \ und fiir 
daa zwoite f\ konst ant ist. Die Difforentialgleichungen der 
Oharakteristiken lassen sich nun folgendermaQen schreiben: 


(67) 


i 3 Pm 


ilfi ^ Pji 

* < ; 

< * 4 . a ( ' , J> 

a/f f 1 dft 

o f 

p q + i w 

MM- 


<>, 


(a konstant) 
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und 


( 68 ) 


dss 

doc 

dy 


ax 


ay 




o, 


dx 

doc ^ doc 


0, 


P? 


% to 


• /*(!+«*)« «• 


(/» konstant) 


Dio Koordinaten a>,y,z einesPunktes cinerlutegralflaohe*) 
und die zugehorigen Werte von p , g nriissen den siimt- 
lichen seeks Gleickungon (67) und (68) geniigen, worm a 
und /? als veriinderlick angeseken werdon. Fur ,r, //, ^ 
kat man die Differentialgleickungen 


dy 

dot 
dy 
d ft 


+ oc 

+ fi 


dx 

d(\ 

dx 

dfl 


- 0 ; 


differentiiert man die era to dicsor beiden Gleickungen nuch // 
und die zweite naek oc , so ork&lt man 


Oder 


Hiernack ist 


d*y d*x 

detBfi + * da dp 
d*y d*x 

d i \ d ft ^ d (\ d ft 


o, 

0 


r'-\r 


0 . 


x - <p'(oc) <//(/?) , 

wo <p(oc) und y>(fi) willkiirlicko Funktionen daratellon. N un ml 


fa ““ “■“?'"(«) > 
also 

y - <P(«) ~ * <p'(«) -f- V’(/0 - /V($ - 


*) Di© IntegralflRche enth&lt (§ 23) < Imnikt^rinf ik«*n 

jeden der boiden Systeme. 


§26. Die lineare Difterentialgleichung zweiter Ordnung. |3<) 


Die Gleichung 

dz — p dx + q dy 

geht, wenn man ftir p und q die aus tier letzten Gloichung (n7) 
und (68) bereclmeten Werte 

ft !«* + 1 - * fp *+ 1 fa* + 1 it ? + 1 

V ' * ft -a ’ 1 ft «' 

sotzt, uber in 

dz + l<p" (tv) dot H i )lf}~ H' 1 djl ; 

die Integration ergibt 

at ~ i f fa* + 1 q,” (at) dot + i [ fa* + 1 y ’"(ft) dft - 
Die DifXerontialgloichung (t>3) lint also das Integral 
' * '/(*) + ■•/(ft) , 

((>9) ■ ?/ (fia) -- « <•/>'(«) + WA) A '/'"(A) i 

.«■■■■• if fa* -I- 1 <r"(d)<i.\ i- if I'/i- ! i >r"(ft)<ift ■ 


S 2(>. Dio linearo partielle Diirerentialglelchung 
zweiter Ordnung. 

Eirien speziellon Fall dor Monge- Ampfcreschen Glei- 
elumg bildot die lineareDiffemitinlgleiehung zweiter Ordnung 



deren Koeffizionten A, F nur von x, y abhangen. 
Wenn man an H telle von .r , y none unabhiingigo Ver- 
iinderliohe £ , >/ einfiibrt, geht die Gleichung (D) tiber in 
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wobei A', . . . , E', F als Funktionen von f , y aufzufassen 
sind; es ist 


(71) 


A! = A I 


fix) 


4- 0 ("iY 
2 " ase hC \iji) ’ 


*w«*l + *(»* i* + *1 l") + c a p , 

da; da; Vda; dy 8y dart/ ay 8y 


0'*=* A 

D' 


\8x dy 

(£)■+«£&+ ‘(ft)' 


A *S , * 8 £ , /t**f . n 5 * l 

^ ai* + 2 * a»dy + 0 d^ + D r« + h dy 


E'*= A 


*!$.. + 2 B-*?- +C dhl 
dx 2 1 *dxdy r dy* 


D 


dy 

dx 


E 


<!/ 


Sind B 2 — AC und A von Null verscliicden , so hat 
die quadratische Gleichung 


0 


(72) AP-2BX + C 

zwei verschiedene Wurzeln 1, , L , und es besteht die Zer- 
legung 

Au 2 + 2Buv + 0 d* =■ J. (« + ®) (« + ®) • 

Die partielle Difforentialgleichung 

'* 

zerfftllt also in die beiden Gleichungen 


(73) 


( 8 <p\ 
\ dx) 


0 


0 


d( P .3 d< ? 
dx V ^dy 

mit der Ldsung <p -= £(x, y) und 

&+*&-» 

mit der LOsung (p =* y(x, y) . Dann ist 

dj_dy 8£ dy 
dx dy dy dx 
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von Null verscliiedcn, so daB wir £ , i? als none unabluingige 
VerSnderliche einfiiliren kdnnon. Es ist jetzt A' ~ 0 , 
O' 0 , aber 

=*?£ +>■>%) tit 


von Null verschiedon ; dividiert man die transformierte 
Gleichung durch 2 B', so crliillt sio die Form 

rn\ ^*2 dz Oz 

(E) ?nr * — ^ a 7T “t - ^ t' ■ 4* cz ■■ ■ d > 

<■£ <v <’i or] 


wo a, b, c Funlctioncn von f , »/ sind. — Ist A - - 0 , aber 
0 von Null verscliiedcn, so crhalt man dasselbo Kesultat, 
indom man dio Kollo von x und y vcrtauscht. Im Falle 
A =» 0 , C = 0 hat die Difforontialgleichung von vornhcroin 
die Form (B). 

1st H' d — A 0 — ■ 0 und A von Null versehieden , so 
kdnnen wir setzen: 


A w- r 2 B uv 4- Ov* — - A (u -f 2 e)- ; 


es ist also 


,r 

A ('. * -M ' * 




tv? ft 

/<' 

aU -|- X , 
\vx ay 

O' 

A (<>l , X S V 

A U + %Iy, 


Wrsteht man untcr <) tj (x , y) eine Ldaung der Differential - 
gloidmng 

i v +i** o, 

vat dy 

untcr £ (x,y) eine Funktlon, welehe dicser Differential- 
gleichung nicht gentlgt, so ist B' 0, O' .-(I, wiilirend 


’) Auf ti**r reehten Beit© tttuht zunilclmt tins winter© Glied 

.< , x ^ ( <r, i i dt n 

i vy) \dx * d if ) 1 


wtoloiwit Wi *i*tr gtdrolFtmnn Wahl von I und ? wwobwlncbi 
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A r von Null verachieden 1st. Die Differcntialgleichung lm-t 
also die Form 


(F) 


d 2 z dz 8 z 


wo a , b , c Funktionen von £ , j; sind. — A und C kdnneu 
nicht gleickzeitig versehwindcn, weil dann auch B ver- 
sckwinden muGte. 

Durch Transformation der unabkiingigen Ver- 
iinderlicken so, y liifit sick die lineare partiellc 
Diff erentialgleichung zweiter Ordnung 

pj 2 2> /) 2 /y p 2 f* P ■ p -v 

(D) A T v + 22?~ + C . : -I- l>,~ -|- K -f Fz 0 

7 5 a? 2 r;rd;// < j/ 2 5 .r < y 

auf die Form 

(E) 

oder auf die Form 


0-2 ( Z 

dxdy ^ a fix 


- i r 

< v 


, r ,v d 2 z , 8z , _ oz , 

(P) a®* + a a5 + 6 3£ + ^-u 

bringen, je nachdera B 2 ~~ AG von Null verschieden 
oder gleich Null ist. 

Wir boschaftigen uns irn Folgonden nurmit der Form (K). 
Die lineare Differentialgleichung 

(D) A r + 2 B x + (7 £ -f I> p -J- K q 4 F z 0 


geht aun der M. o n go - A m p ftr eselien Gleiehung (O') hervor, 
indem man 


H =s A , /i /* , L G , J/ /> /; j AV/ | Fs? 

setzt. Die Oharaktexistiken crater Ordnung der Differential 
gleiehung (D) haben naeh 8. 120 die l)iff(*rent.ialgleidmngen 

(74) A dy 2 ~ 2 Bdxdy \ Gdx 2 0 , 

(75) A dp dy + G dq (hr A (7) p »| F q\ F z) dx dy 0 , 

(76) dz -f* <7 d// . 

Da die Gleiehung (74) rmr a?, y enthalt, ho kuna ale 
unabhangig von den iibrigen Gleichungen integriert werden. 


§ 2t>. Die linearo Differentialgleieliung z writer Ordnung. 14)1 


Wenn wir urn die Baiimkurven, welch e die Tracer der 
(‘harakteristiBclien Strcifen orator Ordnung bildcn, auf die 
j;//-Ebeno projiziert denkcn, erseheinen als Projektioneri 
obeno Kurven, welclie der Gleichung (74) gentigen. 

In der Theorie der linearen partiellen DiXfe- 
rentialgleiolningon (D) werden die Kurven in der 
,r//-Fbene, weleho der gewoh nliehen Differential- 
gleichung (71) 

/I <ly* 'IBiU'&u ~i Gdti* •• 0 


gonugen, ala (Jharakteristiken bozeichnet. 

iHt ip cine Funktion von a;, // , weleho der partiellen 
Difforentialgleiehung crater Ordnung (711) 



2 n 


<‘<f 

( ] X 


ihf 


+ o 



0 


geniigt, so slcllt die Gleichung 


7’(.r, //) konst 

cine Gharuktoristik dar; denn lungs der durch dicsc Ulci 
ehung daises tell ten Kurvc. ist 


odcr 


' 7 
< ./* 


dx \ 


r 7 
< U 


(Iff 


() 


<t . < V 

< X ( y 


d if : dx ; 


nut dor Gleichung (7)1) ist also auch die Gleichung (74) 
orfiillt. 

I m Fade It ’ ,1G . 0 luibou wir obon die Gleichung (7,‘i) 

in die beiden Oleichungon 


uml 


f 7 

i 

<u r 

i X 

i y 

* 7* 

! Ij 

c 7 

i x 


< y 


(I 

u 


zerlegt and als ueue VeriinderHehe cine Lttsung c ' c(*r , y) 
der eraten and cine Misting y ij(x % //) der zweiton Olei- 
c.hung eiugeftihrt; die Kurven £ konst* and // ■ konst, 
siml die Gharnkteristiken. 
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Im Falle B 2 — AG = 0 lieB sich die Gleichung (73) 
durch eine Gleicliung 

dx oy 

ersetzen; die eine neue Veranderlicbe = rj(x , y) war eine 
Losung dieser Gleicliung; die Charakteristiken sind jetzt 
die Kuryen y = konst. 

Die Differentialgleichung 

(E) s + ap -\-bq + cz = 0, 

wo a, b, e Funktionen von x, y sind, gelit aus der 
Gleichung (O') hervor, indem man 

1 = 1 = 0, 2 2T = 1 , M = ap+bq + cz 

setzt. Die' beiden Systeme von Charakteristiken haben 
die Differentialgleichungen 

(77) dx = 0, dp + (ap + bq + cz)dy = 0 , dz = qdy 
und 

(78) dy = 0, dq + {ap + bq + cz)dx = 0 , dz = p dx . 

Damit dV((v 9 y, z, p, q) infolge der Differentialgleichungen 
(77) des ersten Charaktefistikensystems yerscbwindet, muB 

[ dV „ 


dy 1 ^ dz 


(a p + b q + cz)- 


sein. Besitzen die beiden linearen partiellen Differential- 
gleichungen (79) auBer V = x eine weitere davon unab- 
hangige Losung, so muB diese wegen der ersten Glei- 
ehung (79) von q unabhangig sein. Soil 

v = f(®, y,z,p) 

der zweiten Gleichung (79) genugen, so muB 


( BV BV 

A { V) = ^-(a V + c g )^ = 0 , 

BV BV 


( 80 ) 


§ 27. Mothode von Laplace. 


1 4f> 

sein. Diese beiden Differentialgleichungen, in welclicn 
wir x als Parameter, y, z , y als unabhiingige Verander- 
liche auffassen , besitzen nur dann eine gemeinsamo Lo- 
sung V, wenn 

A(B(V))~B(A(V)) 
identisch verscliwindet, d. h. wenn 

(HI) * +ab-c • 0 

<■’?/ 

ist. Dann besifrzt das System (80) die beiden unabhangigen 
Lbsungen 

* , /'(•'« p) , 

und die Differentialgleicliung (E) hat das Zwisehenintegral 

(H2) fix, y, z, f) , 

wo </> eine willkiirliche Funktion darstellt. 

Ebanso findet man, duB ein Zwischonintegral der 
Gleichung (E) von der Form 

(88) f(.r , // , z, q) </ iy) 

mil der willkiirliehen Funktion </ vorlianden ist, wenn 

(84) ' " i ab <• 0 

< ,r 

ist. 


(Kb) 


S 27. Method© von Laplace*). 

Wir set zen 

h ■ \ a 4- a l> , 

(hr 


k \ h ( ab 
(y 


a . 


I He Gleichung (E) sehroibt sieh in der Form 

(** 4 + + a*) hz 0 

t x \< y 1 V vy I 

*) Vgl. Darboux, TlnWio gtW»r&lo do« surfat't**, Bci O, 
B, (aufter den gvnimnten Workon van (Jou r§at und Forsyth). 

Horn, Pmrifull# 10 
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oder, wenn 

( 86 ) 


*1 — 


dz 

By 


+ a z 


gesetzt wird, in der Form 


( 87 ) 


dz x 

dec 


—j~ A %\ h z 


0 . 


1st h 0 7 so Fat man die Gleichung 


£ 1 6 ~v 0 


mit dem Integral 


- Ye 


finis 


wo Y eine willkurliche Funktion von >/ dandellt.. Zur 
Bestimmnng von z hat man jotzt die Gleichung 


dy 


Ye 


I bits 


aus dieser linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
mit der unabhangigen Veranderlichen y bereohnet man 

(88) « - A' + [YeJ ( “" v " lU] dy \ , 

wo X eine willkurliche Funktion von x darstellt. Ini 
Falle ft — 0 liifit sich also die Gleichung (E) durch Qua 
draturen integrieron. 

Akulich findot man, woim k 0 Lst, 

(89) * - <T J b ‘ I *| Y -I- / A' e / ( * dr ' * dy) d;r| , 

wo X eine willkurliche Funktion von .r uiul Y eine will- 
kurliche Funktion von y daratellt. 

Wir setzen jetzt h von Null verHchieden voraua. 
Wenn man z aus den Gleichungen (8(1) und (87) eli- 
miniert, erliiilt man fiir z l die Differentialgleichung 


d % *x , 
drXy + *' 


Bz x 

dx 


“f* by 


OZy 

dy 


•I' <i*i 


0 . 


(90) 


§ 27. Mcthodo von Laplaco. 

wo gesetzt ist: 

a x — a ~ 

ft. - 

C, -• (! - 


HI 


(91) 


Slogh 

(1 y 

da 


db 


ex 


dy 


d log h 
dy 


Aua piner .homing z dor uraprunglichcn (Jloicliung (B) or- 
gibt aicli vormflgo. (8(5) eino homing z, dor (Heichung (!)()); 
umgekohrt folgfc aua eincr helming z, dor Differential - 
gleicliung (90) vormoge (80) die hdaung 

dz, i ? 
dr hZl 
Z h 

dor uraprunglichon (Heichung (E). Dio Integration dor 
(lloichung (90) und die Integration dor (Heichung (E) aind 
alao iiquivulente Aufgabon. Sotzt man 


(92) 

ao ist. 
(99) 


, da, , 

fti - - -I- «ift| - ■ <*i * 

k, . ! «,(», c, , 


h, 2 h k 

k, h . 


v* log A 
t-x t If 


Went) man 


(H(i') 


f) •» 


netzt, nimmt din I )iffarontialgUdchung (E) die Form 


(870 


8// 


A* 0 


an. Dureh Elimination von r erhiilt man fiir s „ x die 
Dilferentialgleiehung 

1 > sj m 


( 90 ") 


< r ( if 


vz , 


*4* 6 j ► 1 ~|- C | 2* ... | *** 0 | 


f 1/ 


10 * 


iSSii — 
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Die Invarianten von (94) stimrnen also mit denjenigen 
von (E) iiberein. 

Wir zeigen auch umgekohrt, daB sfch zwoi Glei- 
chungen (E) und (94) mit denselben Invarianten durch 
ein© Substitution z — lz' ineinander uberfuhren lassen. 
Wenn niimlicli die Gleichungen (96) 


da f 

dm 


+ a'b'~ 


da 

dm 


-|- a b 


c , 


dV 

dy 


+ a'b' ~ 


db 

dy 


-h a h c 


bostchen, so ist 

da' da 
dx dx 


wenn man 


d log X 
dy 


<t , 


db* db % 

dy ^ dy ’ 


d log l 
dx 


b 


setzt, so ist. die lutegrabilitiitsbedingung 

( < log/. d v log/. 

< x < y dy < x 


erfiilH, nnd man hat 

(f)-) l ,, e ]\i^ * K I 


dicner Wert von X geniigt nicht mir den bouton ersten 
Gleichungen (95), norutorn, wie man durch Naehreehnen 
zelgt, aueh der drit-ten, ho dnB die Gleichungen (B) unci (91) 
durch die Substit ution z X z' zimammenhangen. Wenn 
man zwei linearo Gleichungen, welche (lurch due Sub- 
stitution von der Form z Xz' auseinander hervorgehon, 
a Is voncirmudcr nicht verschieden ansieht, bo iat cine 
lineare Different ialgleichung von der Form (H) durch ihre 
Invariauteu besthnmt. 

Die Different iulgleiehungen (E), (90), (!K)') f die von 
z f z t f z , befriedigt warden, ha ben hzw. die Invarianten 
A f k ; h n fc t ; h , , k , , welehe durch die Gleichungen (93) 
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und (93') verkniipft sind. Weim man auf die I Afferent ial- 
gleiclmng (90) fur s l die Transformation 


anwendet, erlialt man, da wegen (87) 

ist, eine Gleiclmng, welt*, lie als von (E) nichfc verschieden 
zu betraehten ist. Ebenso evhalt man, wenn man die 
Substitution 


auf die Dii'ferentialglcieliung (!)()') furs., anwendet, wegen 
z'=1cz [vgl. Gleiclmng (87 , )J nine Dil'forentialgleitshung, 
welche von der Gleiclmng (E) I'iir z niebt versehitsden ist. 
Setzt man 


(86") 

und 

( 86 '") 


3 Si i 

— >| “I" ® "i I 

<~!/ 




0 * (i. 0 

dx 


+ u i) i 


(* *“ 1, '<*» • • * ) 


so hat man die Bifferentialgleichung 


(90") 


d** 


+ <h n ~ - b t * - 

cxdy r.r ry/ 


^ < L „ * 

d ? / + * Ox 


b L (li / ' * , " fl iZ * 0 


init den Invarianton A,-, /.** und die Difforontiulgleicliung 

( 90 w ) 

mit den Invarianten A ; , A und zwar ist 
1 A, ■— A; | 


(93") 
und 
(93 w ) 


f 1 ./* ('// 


A-i ■» k , 

k i — 2 A (,• j| // 


t“logA „ „ 
i x rtf 


o' ii 


§ 27. Methodo von Laplace. 
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Wir haben gesehen, dafi eine Differentialgleichung (E) 
mit einer verschwindenden Invariante durch Quaclraturen 
integrierbar ist und dafi dies aucli fur die Differential- 
gleichungen gilt, welche aus (B) durch eine der Sub- 
stitutionen (<S(>) und (86') erhalten worden. Ist nun unter 
den Differentialgleichungen fur die Funktionen z, z u z 2l ... 
eine Gleichung mit einer verschwindenden Invariante vor- 
handen und ist die Differentialgleichung fur die erste 
derartige Gleichung, so is! V - ()*); dann litfit sich aber ^ 
und damit aueh z,-,. , , . z t , z durch (Quadratures dar- 
stellen. Wenn sich unter den Differentialgleichungen fur 
z, z , , z . 2 , . • . eine mit einer verschwindenden Invariante 
befindot und dies zuersl- bei der Gleichung fur zutrifft, 
so ist k i — 0 ; dann liifit sich z i und sehlioBlich aueh z 
durch Quadraturen berechnen. 

B e i s p i e 1 . Die D ifferentialgl eichung 

iirfif .r 
hat die Invarianten 

h k 

Durch die Substitution 

e y ^ x y 

erhait man die Gleicliung 


' (?-' - f )-0 

if \< x cy ! 

> 

(x //)" * 


r 


3 v 
** 


< x r y 




o * 
*** 


(* - v)~ 


o 


mit den Invarianten 


A, 0 , k x h 
und mit dem Integral 


-HG I I <i %{&){*' //)“ dy 


Wllre l't 0 . ho hiltto wogctt k t h f * tiehcm die Diffe- 
reniitlgleiehimg' fiir 2 t \ eine versehwimlonde Invariante. 
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wo (f{x) und cfiiy) willkurliche Funktionen sind. Wenn 
man cp^y) = w"'(y) setzt, kann man die Quadratur aus- 
fuhren; man erhalt 

_ 2 + 2 yj'iy) + (a - y) y>"(y) ■ 

x — y 

Darans folgt das Integral der nrsprnnglichen Gleichung 
z — (x y) (y>'(y) — cp\x)) + 2<p (x) + 2 ip (y) , 

wo <p{x) and t p(y) willkurliche Funktionen sind. 

Bemerkung. Wahrend sich die Integration einer 
partiellen Differentlalgleichung erster Ordnung stets auf 
die Integration eines Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen zuriickfiihren lafit (§ 11), konnten wir die Zu- 
riiekfukrung partieller Differentialgleiohungen zweiter Ord- 
nung auf gewohnliche Differentialgleiohungen in §§ 23 — 27 
nur unter besonderen Bedingungen vornehmen. Eine um- 
fassendere Methode zur Integration partieller Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche denselben Zweck 
verfolgt, aber auch nur bedingungsweise erreicbt, ruhrt 
von Darboux her. In betreff der Darbouxschen Me- 
thode, von deren Darstellung wir aus Mangel an Eaum 
absehen, sei auf eine Abhandlung von Darboux*) und 
auf die S. 92 angefiihrten Lehrbiicher**) verwiesen. 


*) Ann. de l’Ec. norm., 1870, S. 163 If.; Anhang III zur deut- 
schen Ausgabe des auf S. 36 zitierten Buches von Mansion. 

**) Goursat (Kap. 6, 7); Forsyth (Kap. 18). 
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Lincare partielle Differentialgleichungen 
zweitcr Ordnung, insbesondere hyper- 
bolische Differentialgleichungen *) . 


$ 28 . Cliarakteristllum und Normalformen dor linearen 
partition Oifferentialglelehung zweiter Ordnung. 

Wir betrachton im folgondcn die linearo partielle 
Differentialglcichung zwoitcr Ordnung 


2 n _ . l a 
fixdy 1 C'f 


< z < z 

I /> i /•: • i Z' 1 - 

1 < X ' (if 


deren Koeffiaienten .-I, . . . , F in einem gew iasen Gebiet 
der x //-Kbene ntetigo Funktionen der reellen Ver&nder- 
liclum x , y Bind. Wilhreml bishor din miftretenden Grdfian 
komptox min durfton und din Funktionen ala analytisch 
vorauftRosotzt wurdnn, Rctxon wir im folgenden**), soweifc 
nichtH amleres nrwiihnt wird, alle GrdCen ale reell vorauB; 
von den anftretemlen Funktionen geben wir jcdenmal an, 
welehe Bedingungen ms in Hinsieht auf Stetigkoit und 
Differentiierburkeit erfullen sullen. 

Wir fiihren xuniiehst die Obaraktcrislikon der 
Differentialgleiehung (A) unabhiingig von den fr&horen 
UnterBuelmngen {§ 2(>) ein. 

Llings einer in der tty- Flume gegehenen Ivurve* (£ 
d z d z 

aeien die Werte von z , ? . vorgaaehrieben. Wenn sich 

r x ( tf 


Vgl. Kn/yklc»|»flilie der math. WihK. II A. 7r (Horn merfeld) 
/u dieuum und mm VII, Absohmlt. 

♦*) In don Ahmdmttten IV- VIII. 
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x , y beim Eortschreiten langs der Kurve (S uin dx bzw. <ly 
andern, miissen die vorgeschriebenen Werte die Bedingung 
crfullen : 

dz = y dx + « * dy . 
ax <y 


Wenn eine Lbsung z von (A) vorhanden ist, welehe 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung langs (5 
die vorgegebenen Werte armimmt, so mussen die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung in einem Punkt von IS dim 
folgenden drei Gleichungen geniigen: 


(1) 


dH 


Sz 

d*z , 


dy , 

d 

n d , 
r,r- 

r + , V 
< .r di/ 

d x 



( * v 


( z 

(~Z 

dx dy 

dx |- • 7, 

dy , 

<!! 

< y~ 

$-3 

„ d-z 


„ d 

CD 

CD ; 

I 

i 


-\- D dx "1 

K „ 

( 


Es ergeben sich bieraus bestimnito endliche Werte fur die 
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, wenn die Deter 
minante 



dx , dy , 0 
0 , dx, dy 
A, 2 B , G 


A dy a 2 H dx dy t G dx* 


von Null versebieden ist. 1st jedoch liings der Kurve l> 
A == 0, so sind die zur Ilestimmung der partiellen Ah 
leitungen zweiter Ordnung dienenden Gleicliungen (1) ent- 
weder nicht vertraglich oder niclit unabhfingig. 

. Die der Gleichung 

(2) A dy - 2 H dx dy -|- V dx - . (I 

genugenden Kurven in der .ry-Bbeno bilden die 
Charakteristiken der Uneaten partiellen Diffe- 
rentialgleichung (A). 

Die Gleichung (2) IsiSt sich, je nachdem in einem ge- 
wissen Gebiete der x y -Ebene IP A C positiv oder negativ 
ist, auf reellem oder iinaginSrem Wege in zwei in hezug 
mi dx, dy lineare Gleichungen zerlegen. Es gild, also 
zwei Scharen von reellen oder imaginilren Charakteristiken ; 
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(lurch einen Punkt des betreffenden Gebietes geht cine 
Oharakteristik jeder der beiden Scharen. Im Falle B 2 — A 0= 0 
ist A das Quadrat eines in dee, dy linearen reellen Aus- 
drucks; es ist eine einzige Schar von Charakteristiken vor- 
handen. 

Die Difforentialgleichung (A) heiBt in einem 
gewissen Gebiote der ;r?/-Ebene hyperbolisch, 
elliptisch oder parabolisch, jo nachdom in diesem 
Gebiete ft*— A 0 positiv, negativ odor gleich Null ist. 

XJnter Benutzung dieser Ausd rucks weise konnen wir 
sagen : 

Bine hyperbolisehe Differentialgleichung be« 
sitzt zwei Scharen recller, eine elliptische zwei 
Scharen i magi n a re r Charakteristiken; bei einer 
paraboliachen Diff erentialgleichung ist nur eine 
Schar reeller Charakteristiken vorhandon. 

1st B* -■ so hat die Gleichung (vgh §26) 

(3) AX* ~ 2 JU + 0^1) 

zwei verschiedene, reelle oder konjugiert komplexo Wurzeln 
X t , L ; ist 

£(.r , y) konst. 

das allgem eino Integral der Gleichung 
dy 1, dx 0 

und 

>/ (on , y) konst. 

das allgemeine Integral der Gleichung 
dy L dx — 0 , 

ho kdnnen die. Funktionen $(x , y) und tj(x , //) reell oder 
konjugiert. komplex angenommen wercien. 

Durch die Substitution 


geht die Gleiehung (A) naeh § 26 in 

( 4 ) 


< s z < 

a , 

( 


\ b <X | r 
1 >1 


() 


< id i; 

fiber, frrilirh nur claim auf reollwu Wege, wenn 
It* A V - 0 1st. 
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Im Falle B' 2 ~ AG <0 fiihren wir vermoge der Glei- 
chungen 

| = £ + i t) , y = i — i l) 

an Stelle von y die reellen Veranderlichen £, l) ein. 
Jetzt sind in der Formel (70) des III. Abschnitts die Ko- 
effizienten B' und F reell, wfihrend 2)' und E' konjugiert 
komplex sind; in der Gleichung (4) sind also a and 6 
konjugiert komplex, c reell. Fiihrt man die reellen Funktionen 

a = 2 (a + 6) , h = 2 i(b — a) , c — 4 c 


der reellen Veranderlichen £, t) ein, so erhalt man die 
Differentialgleichung 


(«) 


0 " 2 Z fl 2 Z 

W + W 




+ f 


0 . 


1st B*—AO=*Q, so hat dio quadratische Gleichung (0) 
die Boppelwurzel X ; ist 

rj {x , y) — konst., 

wo jj (x , y) reell ist, das allgemeine Integral von 
dy — X dx ■» 0 

und g(x ,y) eine von rj (x , y) unabh&ngigo reelle Funktion, 
so geht die Differentialglei cluing (A) anf reellem Wege in 

( 6 ) T * i+a ^+b (1 ~ i + ez () 


iibor. Jetzt ist nur dio einoCharnktcristikonschar // konst, 
vorhanden. 

Wir miissen also den auf 8. 142 ausgosprochenon 8a(z, 
wenn wir nur reelle Grdflen zulasscn, (lurch don folgenden 
ersetzen: 

Die Differentialgleichu ng 


(A) 


d 2 z B 2 z 

A — 4 . 2 B ~ - 
Sx 2 1 clxOy 


f G 


t*z 

dx* 


dz 0z 

+ n z +JS ~ + p z 

Ox ay 


laflt sicli durcb eine reelle Transformation dor un- 
abhiingigen Veranderlichen auf eine dor drei 
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folgenden Pormen bringen, je nachdem sie byper- 
bolisch, elliptiscb oder parabolisch ist: 


(A,) 

(A 2 ) 

(A,) 


d^z dz dz 


O , 


-■ 0 . 


d % z d 2 z dz dz 

i)®*' + eyi + a ai +h 6y 

d*z , dz , , dz , 
v# -j~ a 4" o-i— - - c 
oar 2 o'a? f'2/ 

Pur die dm Normalformon (A,), (A 2 ), (A 8 ) sclireibt 
sioh die Differentialgleichung (2) der Charakteristiken bzw. 

(2jl) dxdy *** 0 , 

(52*) d.r 2 j dy' 1 ~ (dx + i dy) {dx — i dy) *« 0 , 

04) dy~ « 0 . 


Dio hyperbolischo Differentialgleichung (A,) 
hat als Fharakteristiken die Paralleled x konst, 
und y =•- komd>. zu don Aehsen; die elliptischo Diffe- 
rentiulgleiehung (A.,) had. die imaginiiren Oharak- 
teristiken ;r| iy konst, und ;c i y konst.; die 
Oharaktoristiken dor parabolisehen Different ial- 
gleiehung (A.,) sind <Iio Paralleled y konst, zur 
.(•• A eh ho. 


8 2!>. Der Greenscho Satz. 

Der <i rconsclie Satz der Potentialtheorie laflt sioh 
auf die linoaro partiollo Differentialgleichung (A) iibertragon 
und biolot in tliosor abgeandcrten Form ein wichtiges 
Ililfsmittol zur U nterNuo.hu ng dor Integrate einer solchen 
I Hfforent ialgloiolmng. 

In der xy -Phono Noi ein von einer geaehlossenon 
Kurve V, hogronztes Plache, untuck J gogehen; V und Q 
Helen Punktionon von «, y , welo.be nebst ihren partiollen 
Ableltungen orator Ordnmig itn Innern und auf <lor Be- 
gronzung der Fliiche ./ stetig sind. Wir betrachteu das 
iiber die Fliiche «/ erstreckte Doppelintegral 

,r(<>p , <q 
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welches sieh, wie wir zeigen wollen, auf eln einf aches 
Integral zuriiekfuhren laBt. 

Wir nehmen an, daB die Abszisse x eines Punktes 
der Bandkurve C zwischen und a 2 > % variiert und 
daB eine zur ^/-Achse gezogene Parallele, welche einer 
Abszisse x zwischen den angegebenen Grenzen entspricht, 
die Kurve G in zwei Punkten mit den Ordinaten und 
y 2 > Vi schneidet (die Annahme nnr zweier Schnittpunkte, 
die lediglich zur Vereinfachung der Darstellung gemacht 
wird, ist nicht wesentlich). Dann ist 


~-dxdy = fdxf~~dy 


= / [Q{x, Vs) - Q(v, Vi)] dx . 


Das uber die Eandkurve C im positiven Sinne erstreckte 
Integral r 

Q dx 


ist gleich 


2 

f[Q(®, Vi) -Q(x, y 2 )]( 


denn beim Durchlaufen der Kurve C im positiven Sinne 
nimmt x im Punkte (x , y t ) zu, im Punkte (x, y 3 ) ab. 
Wir haben also 


-Q—dxdy = - Qdx. 


Entsprechend findet man 


8 P r 

-j^dxdy= Pdy. 


Demnach ist 


dP eo\ r 

~dx + ’ef) da>dy ( pd v-Qdx) 


§20. I >er (<reon«<‘ht* But/.. I 

Dem linearon Different, ialaundruek zweiter Ordnung 


(») 


M 

t 


<l$u ( - u ( 2 U 

L(u) A , \ -I 2 />* „ , -M? , 

v / ( .v~ ( x P if dy* 

-i /> * l< | K ' U | Fu t 

t X ( If 


doasen KooCfizioutcn A , . . F in oinom govvinnon < 
dor xjf- Ebono nolwt ihron purtiolleu Abloit urigon erst or 
and sswoitor Ordnung Btotig Hind, ordinal wir rinou n micron 
linonron Difforontialausdruok zwoitor Ordnung 


<»> 


ex' < x < if dy* 

r(/>r) r(A’n) 


d.r 




Fi 


y/u, wolchcm man als don m L{u) ad jungiort «*n I > i f f ** * 
routialauadruck bemohnet. M (v) 0 in! din m L{u I < } 

adjungierto Different iulgloiolmng. 


Burch 

Addition dor 

< Heiohungen 


.1 r 

f X 

< A A r) 
u 

V X' 

< 

t .r 

eu 
i r 

< X 

< ( 1 r t 

it 

* X 

, e ** // 

Hr 

( X < if 

< H r) 

it 

( x v if 

( 

* y 

h r 

V X 

t «•( 

i u 

t x ■ 

U r ' U 

( X * if 

( AH V) 
u 

t X f If 

t 

t X 

H r 

* ft 

< i *i 

I u 

* ft i * 

d*u 

f'r 

<br f 

u 

i lF 

< 

< .V 

< n 
Cv 

* ft 

< t F v | i 
u | 

t if 1 


M /# r ) ' 

i 

f »/ I 

* i II ri! 

" ! 

f 5 >r 


f » 

f x 
i u 
1 .¥ 
F r n 


Dr 

A? r 


< I Dr] 
t x 

e\K v) 
e it 


u F v 

ertiilt limn flit* Idoiititat 


t 

( x 

t 

ey 

1 1 


( 10 ) 


r L(u | ii , 1/ i v\ 


j it « r j , 
I /. « V : . 

f v 


v 
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wobei gesetzt ist: 


_ Bu 8(Av) Bu B(Bv) 

P — Av-t; u-^+Bv-^ w-A — L + Duv , 

Bx dx By By 

. Bu 8(Bv) ~ Bu 8(0 d) _ 

Q=Bv-z u~ — l + Gv-^ u -\ — - + A7 uv . 

Bx Bx By By 


Wir versteben unter u und v zwei Funktionen von 
oc, y, welcbe nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung stetig sind *) , und betracbten das 
Doppelintegral 


Jj(vL(u) - uM(v))dxdy = + ^jj dxdy ’ 


erstreckt fiber ein einfach zusammenbangendes Flachen- 
stiick J der xy- Ebene mit der Begrenzungslinie 0 . Da 
nacb (7) 

ist, wo das einfacbe Integral auf der rechten Seite fiber 
den Eand 0 des Gebietes J im positiven Sinne erstreckt 
wird, so bestebt die Gleicbung 

(12) J j (v L(u) — uM (i?)) dxdy = f (Pdy — Q dx) , 

j' c 

welcbe wir als Greenscben Satz bezeiebnen**). 


*) Im Falle A — 0 f 0 = 0 braucht nur die Stetigkeit der 

beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 

dxdy dxdy 

vorausgesetzt zu werden, da die ubrigen partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung nicht vorkommen. 

**) Die Formel (12), angewandt auf die Differentialgleichung 
r/ N d 2 u , d 2 u 


ergibt den Greenschen Satz der Theorie des logarithmischen 
Potentials (vgl. § 50). 
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Geniigt v der adjungierten Differentialgleiclmng . 
Jf (d) = 0 , so ist 

(13) f JvL(u) dx dy == j(P dy — Q dx) ; 

ist u eine Losung der vorgelegten Differentialgleickung* 
L{u) == 0 , v eine Losung der adjungierten Differential- 
gleiclmng M {v) =* 0 , so bat man, wenn die obigen Stetig- 
keitsbedingungen erfuilt sind: 

(14) [{Pdy- Qdx) = 0 . 

C 

Wir heben den Hauptsatz nock einmal kervor. 

Ist M(v) der zu L(u) adjungierte Differential- 
ansdruck und sind P, Q die Au&drueke (11), so 
ist (12) 

v L(u) — uM(v)) dx dy =J (P dy — Q dx) ; 



dabei sind u, v z wei beliebige Funktionen von x, y, 
welcbe ebenso wie die Koeffizienten vonP(w) nebst 
ibren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung im Innern und am Eande des von der 
Kurve G begrenzten Flackenstiicks J stetig sind. 

Stimmt M(u) mit L(u) iiberein, so keikt L{u) ein 
sick selbst adjungierter Differentialausdruck. 

TJm die allgemeine Form eines solcken Differential- 
ausdrucks zu finden, sckreiben wir 


M{u) 


A J^ + 2B 


d 2 u „ d 2 u 
dx dy dy 2 


+( ; 

+( 2 




D 


dx ^ dy 


-e) 


+ 


(B*A d^B 
Vda; 2 ' dx dy 


+ 


du 
dx 
du 
dy 

d 2 C 

dy 2 


Horn, Partiella Difforentialgleichungen. 


d]D 

dx 


dE 

dy 


+ F)u. 


11 
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Damit M(u) = L(u) wird, ist das Bestehen der beiden 
folgenden Gleichungen notwendig und hinreichend: 

SA , SB 

D ~ 8 x + 8 y ’ 

„ 8JB 80 

~~ 8x dy 

Daan hat man den allgemeinsten sich selbst ad- 
jungierten Diff erentialausdruck: 

8 ( . 8u 8u\ 

\ L{ ^ = J^\ A J^ + B ^) 

d ( 8u _ 8u\ _ 

+ df[ B TZ + 0 W +Fu - 

Dnrch Action der Gleichungen 


du ( dv . -r, 8v\ 8 l dv 8v\ 

^[ A -d^ + £ 6i) = dj[ Au ^ + BU Ji) 

d ( . dv , _ dv \ 

U dx \ dx dy J ’ 

du( dv dv\ d( dv dv\ 

dy \ B 8x ^ ° dy) ~ dy P dx + ° U 8y) 

d (-n dv dv\ 

% u dy \ dx dy) ’ 

—Fuv = —u • Fv 
erhalt man die Identitat 

( du dv f du dv du dv\ du dv 

I dx dx \da? dy dy dx) dy dy ' 


Jd$> dq 
dx dy 


■ uL(v) , 


wo gesetzt ist: 


( a dv dv\ 

(r> Sv i n Sv \ 


(17) 
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1st min wie oben J ein Flaclienstnck der x y - Ebene 
mit der Begrenzungslinie G , so ist nach (7) 


8x dy / 


dxdy = (pdy — qdx) . 


Biese Form el liefert unter Beriicksichtigung von (16) den 
Satz : 

Isti(it) der sick selbst adjnngierteDifferential- 
ansdruck (15) nnd sind p, q die Ansdriicke (17), so ist 

. du dv , ^(8u 8v , du 8v\ , ^ flit Aw ^ 

A-5— -r \-B K o — h-* * Fuv 

ox ox 


Ai/ c? 7/ 8x1 8y 8y 

= f(p dy — #^a?) — / \uL(v)dxdy . 
c J 

Hieraus ergibt sich dnrcb Vertanscknng von it und w 
. 8u 6v , ^ ( 8u 8v , flit Aw\ . ~ flit A® _ 


dxdy 


8x 8x 


wo 


( 20 ) 


A# dy By 8x) 8y dy 

(p'dy — q'dx) — I jv L(u)dxdy , 

o j . 

)■ 


dxdy 




Ap. + B^ 

ox dy j 

B^-+Cp 

8x By 


) 


ist. Dnrcb Verbindung der Gleicbungen (18) und (19) 
ergibt sich die Gleichung 


(21) JJ[vL(u) — uL(v)]dxdy =f(Pdy — Qdx) , 


wo 



dv \ 

+ B 1 

( du 

dv' 

~ U Jx) 

Vly 

1 >5 

£ 

1 

dv \ 

l + o 

f du 

dv ' 


V dy 

— U-r- 

8y< 


)• 


11 * 
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ist. Die Gleiebung (12) gebt, wenn L(u) ein sicb selbst 
adjungierter Differentialausdruck, also M(v) = L(v) ist, in 
die Gleiebung (21) iiber. 


§ 30. Beweis der Existenz der Integral© einer hyper- 
bollsehen JDifferentialgleichung yermittels sukzessiver 
Annaherung. 


Wir bescbaftigen uns zunacbst mit der byperboli- 
scben Differentialgleicbung 


(B) 


6% , du du . 

-r 7T b a "n b 6 “n 1" ^ 0 *), 

dx oy dx vy 


deren Cbarakteristiken die G.eraden x — konst, und y — konst, 
sind. Die in § 18 und § 21 gegebenen Beweise fur die 
Existenz der Integrale einer partiellen Differentialgleicbung 
zweiter Ordnung sind bier, wo die Koeffizienten nicbt 
als analytiscbe Funktionen vorausgesetzt werden, nicbt 
anwendbar; wir bedienen uns jetzt einer Metbode suk- 
zessiver Annaberung, und zwar wablen wir im gegen- 
wartigen Paragrapben ahnlicbe Anfangsbedingungen wie 
in § 21, wahrend die im nacbsten Paragrapben eingefiibrten 
Anfangsbedingungen den in § 18 gewablten entsprecben. 

Die Koeffizienten a,l,c der Differentialgleicbung (B) 
seien stetig im Innern und auf dem Bande eines Becbt- 
ecks , dessen Seiten den Acksen x und y parallel sind, 
d. b. in dem durcb die Bedingungen 


x 0 ^x^x 0 + a , y 0 ^ y y 0 + fi 

definierten Gebiet**). Wir sucben diejenige Losung der 
Gleiebung (B), welcbe sicb fur y = y 0 auf <p(x) und fiir 
x = x 0 auf yj(y) reduziert. Die gegebenen Funktionen 
(p{x) , yj(y) seien nebst den Ableitungen <p'(x), y'iy) im 
Inter vail x 0 . . . x 0 + oc bzw. y 0 . . . y 0 + /3 stetig, und es 
sei <p{x 0 ) = yj(y 0 ) . 


*) Mit elliptiscben Different] algleichungen beschaftigt sich 
der YIL Abs<bnitt; mit paraboli^chen Di§>rentialgl6iehungfn, 
deren Theorie noch wenig<-r entwickelt ist, beschaftigen wir uns 
nur so weit, als sie uns im VHI. Abschnitt bei physikabseben 
Aufgaben begegnen. 

**) Die Endpunkte des Bechtecks Ot bezeichnen wir sp&ter 
mit 2to (a: 0 , y 0 ) , ! 0> y 0 +P), %(x 0 + a, y 0 ) , % (*„ + « , y 0 + 0) . 



165 


§ 30. Beweis der Existenz der Integrale. 
Wir bilden nun die Differentialgleichungen 

= o 

dx dy ’ 


(23) 


3 2 «i , , ^du 0 


+ a f- 6 -j— - + c M 0 — 0 , 


dxdy^ dx 1 Sy 


SS3J + “”ST + ~ 0 • 


Das Integral der ersten Gleichung, welches sich fur y = y 0 
auf qp(x) und fur x = x 0 anf yj(y) reduziert, ist 

(24) u 0 = cp(x) i.p{y) — cp(cc 0 ) . 

Die Losung u n (n = 1,2,...), welche fur a? = x 0 bei 
beliebigem y und fiir y = y 0 bei beliebigem x verschwindet, 
ist dargestellt dureb 


x y 


(25) u n 


so daB 


(26) 


ist. 


*o Vo 


8>u n 

dx 


du n -. t , , , , , 

a — — f- i — — f- c w„_i ) dx dy , 


t'n-l 


dx^ + 1> ~J^ + CUn - 1 ' dy ’ 


Vo 


du n [( du n . x 8u n _ 1 

~8i = -J ( a ~dT + + CM "' 1 ]dx 




x„ 


Wir werden nachher zeigen, dafi die Reihe 
(27) «,) + %+ • • • +««+••., 

some die Reiben 

8u n 


(28) 


dx ^ dx ^ ^ dx + ’ 

du 0 

l 8y "dy + • * • + dy + • ' • 
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im Eechteek 31 gleichmaBig konvergent sind. Setzt man 
dies einstweilen vorans, so hat man 


% + u l + • • ♦ + U n 

= <p{x) + y>{y) — 9^0) 


S(U 0 + . . . + u n . 1 ) d(u 0 + . . . + u n -i) 
a h 0 


*6 Vo 


dx 1 dy 

+ C(U Q + • • • + ^n-l) 


dxdy 


nnd fhr limn = 00 , wenn man 


setzt, 


n — n 0 + % + • ■ • + • 


* y 


U = <p{x) + y>(jf) - <p(x 0 ) - I + 0 uj dx dy ' ; 


^0 2/0 


hieraus folgt durch Differentiation 
d 2 u 


dx dy 


( 8u 1 \ 


d. h. die Reihe u stellt eine Losung der Differential- 
gleichung (B) dar, welche die angegebenen Bedingungen 
erfiillt. 

Um die Konvergenz der Beilien (27) und (28) zu be- 
weisen, nehmen wir an, es sei im Recbteck 9? 


und 


\a\^E, \i\^E , \c\^H 


\u 0 \^M , 


8u 0 

^ M , 

du 0 

'dx 


dy 


< M , 


wo H und M positive GroJ3en sind. Dann ist 


dx dy 


+ 0 u 0 


^3EM . 


Wenn man 


x - x o = f , y—y o = v 
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setzt, ergibt sick aus den Formeln (25) und (26) fiir n = 1 


Bu t 

Bx 

Bu ± 

By 


^ 3 H M f rj , 

^ SUM 7] , 


Im Eecbteck Stist 0 a, 0 ^ ^ /3 , also 


oder 


mithin 


1,1 1,1 

>. 

£ ^ V 


£y 


(X P 


£ + y-* + p’ 


\ Ul \^3HM + r,) ^BE -^-M(£ + V ) . 

$ + V a + P 

Versteht man unter K eine positive ZaM, welche mindestens 
gleich 3 E und mindestens gleich 


BE 


a /? 


ist, so ist 
ferner ist 


* + 0, 

|%| ^ M K(£ + rj ) ; 


Oder 


dx 


d u x 
dx 


^BEM^ + r,), 


^ MK(£ + rj) , 


du t 


dy 

8u t 


8y 


3 EM(i + ij) 


iME^ + rj) . 


Wir zeigen, daB fur jeden Wert von n 




(n — 1) ! 
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ist und daB die absolnten Betrage von -- - -- und 

ex cy 

dieselbe Bedingung erfullen. Palls dies richtig ist, ist 

Su^-t , _ ^3HMK»-H£ + v r-i 

a ~ir + l ~dr + cu ^ - (^Tiyy 

and nach (25) 

.3 HMZ— 1 ft* . 

iu n \^ ( W _i)i I lit + 1 J) d £*v 

0 0 

BHM K n ~ x (g + # +1 - r t+1 - ?; n+1 

w! n + 1 ’ 

wie man leicht nachreclmet, ist fur positive Wcrte von 
£ und rj 

<ffjF 2 .-eLz£2 * m +ir' 


^ f »;(f + »?)” ' 




m! <* + /? 
M*(f + j^)“ 


(f + ij)» 


Ferner ist nach (26) 

| c>w„ 3 MME*- 

\ dx = (w — 1)1 




3g.M\5:«- 1 r , fc 

MK n (£ + 9 )» 


ebenso findet man 


a* ^ iff-g + -nf 
dy ~ nl 
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Wegen der Konvergenz der Beilie 


oo 



MK n {fx + 
n\ 


= M e K 


sind die Reihen (27) und (28) fur alle dem Recliteck 3t 
angehorigen Punkte x , y unbedingt und gleichmSBig kon- 
vergent, w. z. b. w. 

Wir haben also den Satz: 

In der Differentialgleicbung 


(B) 


. du . , du '■ 
J^dj + a J^ + 1 > J^ + cu ~ 0 


seien die Koeffizienten a, S, c im Gebiet SR 


oc 0 ^ X x 0 + a , y 0 ^ y ^ y 0 + ft 

stetige Funktionen der reellen Veranderlicben x, y . 
Die gegebenen Funktionen <p(pc) und yj(y) seien nebst 
ibrer ersten Ableitung fur x 0 ^x^x 0 + a bzw. fiir 
y 0 ^y ^Vo + P stetig, und es sei <p(x 0 ) —■ yj(y Q ) . Die 
im Gebiet SR gleicbmafiig konvergente Beibe 

u = % 0 -j- 4" u. 2 j 

wo 

% = <p( x ) + V»(y) — <P( x o) > 

a; y 

«- + dx *y 

*’* (» = 1, 2, . . .) 

ist, nimmt fur a; = a? 0 den Wert t/%), fur y = y 0 den 
Wert 9 >(a - )anundgenugtderDifferentialgleiclmng(B). 


§ 31. Beweis der Existenz der Integrale; Fortsetzung. 

Es sei ein Kurvenbogen © gegeben, welcher von 
keiner Parallelen zur ®-Acbse und von keiner Parallelen 
zur y -Achse mehr als einmal geschnitten wird. Langs 

dieses Bogens seien die Werte von u , y- , vorgesehrieben, 

Ttmlini rliA UAWAlmnor ^ 2/ 


wobei die Beziebung 
du 


6u , 
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besteben mnB, wenn sieb die Differentiate auf den Port- 
gang langs der Knrve © bezieben. Indem wir uns im 
Pnnkte (x,y) der a??/-Ebene die dritte Baumkoordinate u 
erricbtet denken, konnen wir ancb sagen: es ist eine 
Baumknrve (mit der #y-Projektion S) und in jedem ibrer 
Punkte eine die Tangente entbaltende Ebene gegeben, Oder: 

/ 8u 8u\ 

es ist ein Streifen von Flacbenelementen la? , y, u, j—, g~~J 
gegeben. ' x V 

Um die Voranssetzungen genauer zn fassen, bezeicbnen 
wir die Endpnnkte der Knrve © mit > Vo + P) » 

9I 2 (# 0 + > Vo) nnd fiibren das Becbteck ein, welcbes von 
den dnrcb nnd 9l 2 gebenden Cbarakteristiken (Parallelen 
znr x - nnd 3 / -Acbse) gebildet wird; die beiden anderen Eck- 
pnnkte des Eecbtecks sind % (x 0 , y 0 ) nnd SI 3 (x 0 + oc , y 0 +#) • 
Um einen bestimmten Pall vor Angen zn baben, nebmen wir 
<x> 0 , p> 0 an. Wir versteben nnter (x,y) einen be- 
liebigen Pnnkt in dem von der Knrve © nnd den beiden 
Cbarakteristiken nnd 9I 2 2I 3 begrenzten Gebiet S, 

wir legen durcb A(x,y) eine Parallele znr x - Acbse, welcbe 
die Knrve © im Pnnkt A x (x\ y ) , nnd eine Parallele znr 
y- Acbse, welcbe die Knrve © im Pnnkt A 2 (x, y') scbneidet; 
das von diesen beiden Parallelen nnd der Knrve © be- 
grenzte Gebiet beifie J . 

Es sei nnn eine Pnnktion cp{x) gegeben, welcbe nebst 


ibrer Ableitnng <p'{x) im Interval! x 0 


,x 0 + oc stetig 


ist, nnd eine Fnnktion yj{y) , welcbe nebst der Ableitnng y/{y) 
im Intervall y Q ^ y ^ y 0 + p stetig ist. Wir setzen vorans, 
dafi langs der Knrve © die Fnnktion u mit <p(x) + ys(y), 

die Ableitnng ~ mit <p'(x) nnd die Ableitnng ~ mit y/(y) 

nbereinstimmt. 

Wir scbreiben wieder die Differentialgleicbnngen (23) 
an. Diejenige Losnng der ersten Gleicbnng (23), welcbe 
langs © die fur u vorgescbriebenen Bedingnngen erfullt, ist 
(29) u Q = cp(x) + yj(y) 

mit den Ableitnngen * 

■sf = , 
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Die Losung u n (n = 1 , 2 , . . welehe nebst ihxen partiellen 
Ableitungen erster Ordnung langsG verscbwindet, ist 

du n _ i , , du n _ t , \ , , ■ 3 

+ & cu n _i \ dx dy , 


(30) 


a 


dx 


dy 


wo die Integration fiber die oben besehriebene Flacbe J 
zu erstrecken ist; es ist demnacb 


(31) 


dUn 

dx 

dUn 

dy 


= ~ a 


dx 

dUn-l 

dx 


+ & ~~dy^ C Un ' 1 ) dflJ ’ 


, du n _ t . , 

& — — ■ + cu n „ 1 )dx 


dy 


Wenn gezeigt wird, daB die Eeiben 
(32) u 0 -f- u x + u 2 + 

und 


u 


[ du 0 du ± Bn* 


(33) 


dx 

du* 


dx 


+ 


dx 

du 9 


{ dy dy ~ r dy 


fur alle Punkte (x , y) des Gebietes S : gleiehmafiig kon- 
vergieren, ergibt sicb wie oben, daB die Funktion a eine 
Losung der Differentialgleicbung (B) darstellt. 

Ist im Rechteck 9i 


\a\^E, |c|^H, 


u n 


du 0 


dx 




so ist 


iM, 

I ' 

du 0 . ^du 0 

a j^ + i ^ + cu ° 


du n 


dy 

^3HM . 


M , 


Aus der Form el (30) fiir n = 1 folgt 

| Wl | ^3HMjJdxdy^3HM(x-x')(y-y') 

=£ 3 3M{x - Xq) (y - y 0 ) = Bffif In , 
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wenn man 


I = x — x 0 , t) = y — y a 


setzt; femer folgt aus (31) fur n — 1 

! U 3 EM(y - y') ==£ 3 EM r, , 


3- ^$nM(x-x')^ZHMS. 


Indem man die Grdfie K wie in § BO einfiihrt, findet man, 
daB im Gebiet 3 die absoluten Betrage von 


hochstens gleicb 


du x du x 
Ul ’ TF’ ~8y 

MK(£ + n ) 


Wenn die absoluten Betrage von ' " 
d« n _i 

Un ~ 1 ’ 8x ’ 8y 

hochstens gleich 

(n —1)! 

sind, ist 

\ a -^r +b ^ +cu »-' * (^=i)T 

und nacb (30) 

, , 3HMK"- 1 ff. , 

K|s£ ( TC _i); + vT'^xdy ; 

nnn ist aber 

xy 

//(£ + v )*" 1 ^ //(£ + v) n ~ l dx dy 

J Xq Vo, 


§ 31. Beweis der Existenz der Integrals; Fortsetz ung. 
"wie in § 30, also 

Ferner ist nach (31) 



(n 


BE ME”- 1 f 

- 1 )! J { 


(I + y) n 


'ay. 


es ist aber 

v ■ y ? 

j(f + yf - 1 dy + rjf^dy = /(£ + t ?)"- 1 djj , 

2/o 0 
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also wie in § 30 

. da; 

und 

j g Wn 

' dy 


ME n ($ + yf 
nl 

MK n (j + 7]) n 
n 1 


Ebenso wie das von der Kurve © nnd den Charak- 
teristiken ^ ?I 3 nnd 3f s % begrenzte Gebiet kann das 
Gebiet behandelt werden, welches von der Kurve & 
und den Charakteristiken 2^ 2( 0 und 21 0 2I 2 eingeschlossen 
wird. 


Die Koeffizienten a, b, c der Differentialglei- 
chung 


(B) 


d 2 u 

dxdy 


, du 

+ a e^ 



+ c u = 0 


seien irn Kechteck 31 


#0 ^ ® ^ + « ) y 0 ^ V ^ 2/o + P 

stetige Eunktionen von x, y. Die gegebenen 
Eunktionen <p{x) , yj(y) seien nebst den Ableitungen 
<p'{x) , y'(y) fur x 0 ^x^x 0 + oc bzw. fur y Q ^y^y 0 + p 
stetig. Die Kurve © verbinde die Eckpunkte 
(a? 0 > 2/o + P) und (#0 + > 2/o) <Jes Beehtecks 3t und 
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■werde von keiner Parallelen zur x- Oder y - Achse 
mehr als einmal geschnitten. Setzt man 

u 0 = <p(x) + v(y) , 

~^ + l ~T^ JrCUn -^) dxdy 

(» = 1 , 2 , ...) , 

wo das Integrationsgebiet J von den durch (x , y) 
gebenden Parallelen zu den Acbsen und der Kurve © 
begrenzt wird, so stellt die im Eecbteck 91 gleicb- 
maBig konvergente Reibe 

u — + u x + u 2 + 



eine Losung der Differentialgleicbung (B) dar, 
welcbe nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung im Eecbteck 9? stetig ist und auBerdem 

du du 

die Bedingung erfullt, daB u, langs der 

Kurve S bzw. mit cp(x) + y>{y) > , ys'(y) iiberein- 

stimmen*). 


§ 32. Die Riemannscbe Integrationsmelhode**). 

Liegt die byperboliscbe Differentialgleicbung 

(B) J^ + a J^ + l d^ + cu= ‘° 

vor, so gehen die Formeln (8), (9) nnd (11) uber in 

rn\ t r \ S2u i Su i i 

(34) L( w ) = ^_ + a _ + 6 _ + c „ ) 


*) Zu § 30 und § 31 vgl. Picard (Journ. de Mathdm. 1890, 
S. 166 if.; Note I zum IV. Bd. yon Darboux, Thdorie g6n6rale des 
surfaces) und Nicoletti (Atti Napoli, Serie 2, Bd. 8, 1897). 

**) Biemann, Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen yon 
endlicber Scbwingungsweite (Werke, 1. AufL, S. 147). — Darboux, 
Theorie g6n6rale des surfaces, Bd. II, S. 77 if. 


(35) 


(:*<>) 


M(v) 
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B 2 v d(av) d(lv) 
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8 (a v) 
BxBy 8x 

B 2 v 8v 

Bx By 


>x 


By 

6v 

By 


cv 


-»£ + (.■ 


6a 

60s 


6 b 

8 y 


p 1 ( Bu 8v\ 


1 0 (uv) 

2 By 


■ u 


Q — bu 


” + 2 '(’’ 


u 

By 
6v 
6y 
6 u 
6x 


u~ 


6 yj 

avj = 

6 v\ 

6 x) 


1 6(uv) 

~2 


6 u 


dy + 


1 6(uv) (6v 

2 6x U wa? 




1 8 ( uv ) , »,( 8u 


2 dx 


+ v[^ + bu 


In der xy-'Ebene sei eine Kurve © gezogen, welche 
von einer beliobigen Parallelen zur a?-Achse nnd von einer 
boliebigen Parallelen znr 2/-Achse nur in einem Punkt ge- 
schnitten wird; durch den Punkt A mit den Koordinaten 
f j V logon wir die beiden Charakteristiken, d. h. die Ge- 
radon y ^ y und x - £ , welche die Kurve © in den 
Punkteri A x bzw. A 2 schneiden. Es sei u eine Losung der 
Differentialgleiehung L(u ) « 0 und v eine Losung der 
adjmigierten Diffexentialgleichung M (v) = 0 ; in dem Ge~ 
biete J 7 welches von der Kurve © und den beiden durch 
A gelogteu Charakteristiken begrenzt ist, seien die Funk- 
tionen u , v wic auch die Koeffizienten a 7 b , c der Diffe- 
rentialgleichung nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetig*). Darin ist ( 14 ) 

/ (P dy — Q dx) = 0 , 

wetin daw Integral tiber die Begrenzung des Gebietes J 
erstreekt wird. Wir schreiben 


A A Ay 

fp dy + fQdx+f(Pdy-Qdx) 

/I4 a i 


= 0, 


# *) Wegen L(u) “ °’ M(v) == ' 0 sind auch dxdy Und Jxdy 
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wo das letzte Integral liber den von den Punkten A t 
nnd A 2 begrenzten Bogen der Kurve (£ zu erstrecken ist. 
Unter Beacbtung der oben angegebenen Werte von P 
und Q bat man 

J p ~f[i - « (If - • *)] a » 


-4 a 




A 

L 


8v 

By 


avjdy , 


ft*-/ 

A x A x 


1 6 (u v) fdv 

* \sr 


ox 


X 


bv 


dx 


= j - (« ®UJ —J \ (|~ - & «) *)• 

Es ist also 

{u v) A = $ [(it v) Al + (it d) 4 J —J {Pdy — Q dx) 


(37) 




( Qd 

j£-bv)dx + \u 


8v 

By 


a v I dy . 


A x An 

Wir fubren nnn nacb Eiemann eine Funktion 
v(x, y •, £, ij) zweier Yariablenpaare x, y und g , rj ein, 
welcbe folgende Bedingungen erfullt: 

1) Im Gebiet J ist v = v (x , y ; f , eine nebst den 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Eunktion 
von x, y , welche der adjungierten Bifferentialgleicbung 
if(u) = 0 geniigt ; 

2) langs der Cbarakteristik y = ?] (d. h. auf A A t ) ist 

, n 

ox 


*) Unter (9?)^. ist der Wert verstanden, welchen die Funk- 
tion cp im Punkte A annimmt. 
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ITT 


und l&ngs der Charakteristik x — f (d. h. auf A A 2 ) 

8v A 

-3 av =- 0 ; 

8y 

3) wenn der Funkt (a?, y) mit A(|, »;) zusammenfallt, 
ist 1? = 1 . 

Wenn fur y der feste Wert •>; gesetzt nnd nur a? ge- 
&ndert wird, gentigt die Funktion y; £, y) der 
Differentiaigleichung 

dv A 

diejenige Losung dieser Diff erentialgleiehung ? welehe fur 
x «* | den Wert 1 annimmt, ist 

X 

Jb dx 
v = e* ; 

die Funktion 1? muB also fur y = rj mit 


iibereinstim men. Ebenso findet man, daB sieh die Funk- 
tion v fiir a? = f auf 


reduzieren muB. 

Die Riemannsclie Funktion v(x, y ; f , ■??) kann 
also definiert werden als diejenige Losung der 
Differentialgleiehung M(v) — 0 , welcbe fiir y = t] 
den Wert 


und fur x = f den Wert 


annimmt. . , . c on 

Die Existenz einer solclien Losung ist m § 30 nacn 
der Metho&e der sukzessiven Annaherung bewiesen worden; 

19 

Horn, PartieUe Differentialgleichungen. w 
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daB mix eine derartige Losung vorbanden 1st, wird sicb 
bald ergeben. Bis dieser Beweis gefiibrt ist, wollen wir 
unter v(x,y; £,?]) diejenige Losung der Differentialglei- 
cbung M(v) = 0 versteben, welcbe sicb nacb der in § 30 
dargestellten Metbode in Form einer unendlichen Reibe 
ergibt. In § 33 werden einige spezielle Differential - 
gleicbungen bebandelt, fur welcbe sicb die Riemannscbe 
Funktion leicbt angeben lafit. 

Ersetzt man in der Formel (37) v durcb die soeben 
definierte Riemannscbe Funktion v(Xj y ; £,?/), so erbalt 
man, da 

{uv) A = (u) A = w(f , 7j) 

ist und die beiden letzten Integrale verscbwinden: 


(38) u($, tj) = \ [{u v) Al + (u —j(P dy -Qdx) ; 

dabei ist 




(39) 


P = auv + -^(v-^ 


du 

dy 


u 


dv 

dy 

dv 

dx 


■). 


Wir nebmen nun an, langs des Bogens A t A 2 der 
Kurve © seien die Werte der Funktion u und ibrer 

partiellen Ableitungen erster Ordnung als stetige 

Funktionen gegeben. Da die Gleicbung 


du 


du du 

dx+ j^ dy 


dx 


bestebt, wo sicb die Differentiate dx , dy , du auf den 
Fortgang langs der Kurve © bezieben , so kennt man, 
d u d 

wenn langs & u und gegeben sind, aucb . Da die 

Funktion v als bekannt gelten kann, so kann man die 
Werte von P und Q langs der Kurve © berecbnen, so 
daB das Integral auf der recbten Seite von (38) bekannt ist. 
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Sind die Werte von u , langs des Kurven- 

bogens gegeben, so denken wir uns sowobl dnreh 

den Punkt 9l x als ancb dnrcb den Punkt 9T 2 die beiden 
Cbarakteristiken (die Parallelen zur y - und zur a?-Acbse) 
gelegt. 1st A (£,r)) ein beliebiger Punkt des von diesen 
Cbarakteristiken gebildeten Rechteeks, so ist u.($ 9 rj) durcb 
die Gleicbung (38) bestimmt. Damit ist aucb gezeigt, daB 
es nnr eine der Differentialgleichung (B) geniigende Funk- 
ed du 

tion u gibt, wenn die Werte von u ) — , -y— langs der 
Knrve 6 vorgescbrieben sind. x V 

Setzt sick die Knrve (5 ans der znr t/- Acbse par- 
allelen Geraden STi 9I 0 nnd der znr #-Acbse parallelen Ge- 
raden 2T 0 ^l 2 zusammen, so liefert die Form el (38) den 
Wert von u in jedem Pnnkte des Recbtecks 9T 1 9I 0 9I 2 9(3 ? 
wenn ledigbcb die Werte von u anf den Cbarakteristiken 
9^910 nnd 9T 0 9T 2 gegeben sind. 

Es sei namlich A(? , ij) ein beliebiger Punkt des 
Recbtecks 9t(9I 1 9r o 9I 2 9I 3 ) ; A^Xq , rj) , J. 2 (f , y 0 ) sind die 
Scbnittpnnkte der dnrcb A gezogenen Cbarakteristiken 
mit den Rechteckseiten 9(0 9^ nnd 9( 0 9( 2 ; A 0 (x 0 , y 0 ) ist 
der bisber mit 9f 0 bezeicbnete Punkt. Der in der Form el (38) 
entbaltene Ansdrnck 


-‘•‘■a 

[(Pdy — Q dx) 


A 


schreibt sich jetzt 


Es ist 

Aq Aq 

Q dx 

A.) A 


A 0 

JPdy+jQdx 

A\ A. x 


1 6(uv) (du 

2 -~^r +v \j^ + 1)u 


dx 


= i [(« v) A , — (' u «)j„] + jv + bujdx ; 


12 * 
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almlieli findet man 


[ray = - (*«)J +jv + auj dj/ . 

Jli Al 

Die Gleicliung (38) sclireibt sicli jetzt 


(40) 


f (6u 

v) = («®k> —J v J r hu 


I’ (ff + <** 


dx 


dy . 


Ans den Werten von u langs A 2 A 0 folgen die Werte 
cu 

von - 7 T— langs dieser Geraden; ans den langs A 1 A 0 vor- 
cx 


geschriebenen Werten von u ergeben sicb die Werte von 


du 

dy 


langs A ± A 0 . 


Demnach kann u(g, rf) nacb Form el (40) 


bereehnet werden, wenn die Werte von u langs der beiden 


Oiiarakteristiken A t A 0 und A 0 A 2 gegeben sind. 

Es gibt also nur eine Fnnktion u , welcbe der Diffe- 
rentialgleicbung (B) geniigt nnd langs der Geraden 9^9^ 
nnd 9f 0 9( 2 vorgescbriebene Werte annimmt. 

Demnach ist anck die Biemannscbe Funktion 


v(x, y ; f, 7]) eindeutig bestimmt durch die Bedingung, 
daS sie der Differentialgleichung M (v) = 0 genngen nnd 
langs der Charakteristiken x = £ nnd y ==rj vorgescbriebene 
Werte annebmen soil. 


Der am Sehlusse von § 30 ausgesprocbene Satz laBt 
sicb nnn folgendermaBen erganzen. 

Die einzige nebst ibren partiellen Ableitungen 
erster Ordnnng im Beckteck 9t stetige Losnng der 
Differentialgleicbnng (B), welcbe langs der Cbarak- 
teristiken 9( 1 9I 0 nnd 8f 0 ?f 2 vorgescbriebene Werte 
annimmt, labt sicb vermittels der Biemannschen 
Fnnktion v{x 9 y)S 9 .vj) in einem beliebigen Punkt 
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-4.(5 » rj) des Recbtecks in folgender Form dar- 
stellen: 



*^•0 


Die Erganzung des Satzes in § 31 lautet: 

Die einzige nebst ibren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung im Recbteck stetige Losung u 
der Differentialgleicbnng (B), welcbe nebst den 


Ableitungen und 4— 
ox oy 


langs der Kurve S vor- 


gescbriebene Werte annimmt, gestattet in einem 
beliebigen Punkt (f , rj) des Rechtecks die Dar- 
stellung: 


n) = MMk + J(Pdy — Qdx ) , 


At 


wo P, Q die Werte (39) baben*). 

Wir fiibren jetzt eine Funktion u zweier Variablen- 
paare a?, y und if ein, welcbe zur urspriinglicben 
Differentialgleicbung L(u) = 0 in derselben Beziebung stebt, 
wie die Riemannsebe Funktion v zur adjungierten Diffe- 
rentialgleicbung M(v) = 0. Die Funktion u(x, y ; */) 

geniige als Funktion von x, y der Differentialgleicbung 
X(^) = 0 und nebme fur y — rf den Wert 


X 

- jbdx 

e r 

und fur x = £' den Wert 


an**). 


y 

- Jady 

e * 


*) Die in § 30 und § 31 benutzte Bezeichnung ist hier nur 
insofern ge£ndert, als die Koordinaten eines beliebigen Punktes A 
des Rechtecks ^ jetzfc mit £ , ?] statt mit x , y bezeichnet sind. 

**)’ Beim Ubergang von einer Differential gleichung zur adjun- 
gierten gehen a, b in — a, — b liber. 
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Wir verstehen unter die Koordinaten des 

Punktes A 0 und setzen in der Formel (40) fur u die so- 
eben eingefuhrte Funktion u(x , y\ ^ / ); dann ist auf 

A 0 A 2 (fur y = y') 

^t + hu-0 
ox 

und auf A 0 A l (fiir x = |') 

du n 

-x f - &U — 0 5 

dy 

so dafi die beiden in der Formel (40) enthaltenen Integrale 
fortf alien; wegen (u) Ao = 1 schreibt sieb die Formel (40) 

Oder ausfuhrlicber 

(41) «(f,iy; f / ,9 / )-«(f / ,9 / 5 f»9). 

Die Eiemannscbe Funktion y ; f , rj), welche 
als Funktion von x , y der adjungierten Gleichung 
genugt, stellt, wenn man f , rj als Yeranderliche 
und a?, 2 / als Parameter auffafit, eine Losung der 
ursprunglichen Differentialgleichung dar (wenn man 
darin die unabhangigen Yeranderlichen x, y durcb rj 
ersetzt); sie besitzt in bezug auf die Yeranderlicben f , rj 
und die urspriinglicbe Differentialgleichung dieselben Eigen - 
scbaften wie in bezug auf die Yeranderlicben x , y und die 
adjungierte Differentialgleichung. Dureh die Bestimmung 
der Biemannschen Funktion v(x, y\ f, rj) erledigt sicb 
die Integration sowobl der ursprunglicben als aucb der 
adjungierten Differentialgleichung *). 


§ 33. Beispiele zur Biemannschen Integrationsmethode. 


I. Wir betracbten als Beispiel 
gleicbung 


(42) 


d 2 u 
dx dy 


= 0 . 


die 


Differential- 


*) Bestimmung von Losungen der byperbolischen Differential- 
gleichung durcb andere Bedingungen bei Hadamard (Bull, de 
la Soc. math, de France, 1903, 1904). Ygl. auch die Fu&note auf 
S. 118. * 
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Die Riemannsche Funktion v{x,y, f, y) genfigt der ad- 
jungierten Differentialgleichung 

Jfi-. 0 

dxdy 

und nimmt, da a und b gleich Null sind, sowobl fiir * = | 
als aueh fiir y = rj den Wert 1 an; demnach ist 

v — 1 . 

Wir bestimmen die Losung u der Differentialgleichung 

(42) , welche dadurch bcstimmt ist, daB die Werte von u , 
du du . 

'dx ’ dy lan ^ s der Geraden y — x = 0 vorgeschrieben 
sind; cs sei 

, du du ' , . 

( 43 ) u-m, -gj-jj-m 

fiir y — x, wo f(x) und F (x) gegebene Funktionen sind. 
Der Schnittpunkt A x der Geraden x — y = 0, x = $ hat 
die Koordinaten x = f , y — $ und der Schnittpunkt J 2 
der Geraden x — ?/ = 0 , y = y die Koordinaten x — y , 
y = y . Es ist jetzt nach (39) 

p 1 du 1 du 

1 2 ('•?/ ’ ^ 2 ¥' 


Auf der Geraden Jl 2 , fiber welche das Integral in (38) 
erstreekt wird, ist ?/*==», also dy = dx . Demnach geht 
die Formel (38) fiber in 


(44) «(f , v ) « i(Ai) + rw) - */>(») d* . 

II. A1b weiteres Be is pi el diene die Differential - 
gleiehvmg 

(45) .^ + cu==0 , 


wo c eine Konst ante ist. Die Riemannsche Funktion 
v [x,y, £, >;) genfigt der adjungierten Differentialgleichung 

d 2 v 
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und nimmt sowobl fur x = | als aueli fur y = v) den 
Wert 1 an. Wir suchen v als Funktion des Ausdrucks 

* = (® — f) (y — v) 

darzustellen, welcker sowohl fur x = f als aucli fur y = rj 
rerschwindet. Dann ist 




(*-«■ 


c;# c ! 2/ 


dr 

+ ^ » 


so da!3 die Gleichung (45) in 

d 2 v dv ' 
s ^ + * +c '“° 

iibergeht. Wir fiiliren die bestandig konvergente Potenz- 
reihe 

(46) • 0{z) = 1 - — + 22 - + • • • 

ein, so daB 


ist, wo 


Jo(z) = 1 


$(*) = Jo( 2 i z ) 

** . s 4 s 6 . 

22 -t " 2 2 -4 2 2 2 • 4 2 • 6 2 ' 


die Besselsche Funktion erster Art vom Index 0 darstellt*). 
Dann ist 

v = $(<?#) 

die einzige Losung der Differentialgleicliung (45), welclie 
fur 2 = 0 den Wert 1 annimmt. Wir haben demnach die 
Biemannsclie Funktion 

(47) v (® , y ; f , if) = 2>.(c(® — |) (y — j,)) . 

Wir bestimmen nun die Losung u der Gleicbung (45), 
welclie wie vorhin dadurch bestimmt ist, daB 

<«*> 

*) Ygl. „Gewolml. Different-ialgl. 1 *, S. 179. 
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fur y = x seiu soli. Die Punkte A t mit den Koordinaten 
® = £ > y = £ nnd A 2 mit den Koordinaten x — rj , y = rj 
sind dieselben wie vorhin. Das Integral in Formel (38) 
wird fiber die Gerade A t A 2 erstreekt, auf welcber y = x 
ist. Auf dieser Geraden ist nacli (39) 


■p n 1/5 u 8u 


) -v'’ 




dv 

dz 


= o' #(c(® — £) — v)) F{x) 


-T<* 


t)$'(c(CC-Z) (x- V ))f(x) . 


Da in den Punkten JLj und A s * = 1 ist, so ergibt die 
Pormel (38): 


(49) 


— i -f<P(c(x — g)(x — ??)) JP(a?) d# 

£ 

+ £ efo — I) f 0? — f) (a — rj)) f(x) dx . 


III. SclilieBlicb moge fiir die Differentialgleiclmng 


(50) 


<3 2 w 




+ 




0 


dxdy x — ydx 1 x — ydy 

die Biemannsclie Funktion bestimmt werden*). Die ad- 
jungierte Differentialglei chung 

d 2 v , ft' £v ft dv 


_ -f _ 

dxdy x — ydx x — y dy 

gebt durch die Substitution 

v = (# — y)P+Fw 

in die Gleicbung 
d 2 w 
dxdy 


fi + fi' 

(x — y) 2 


0 


fi 


cw 


y dx 


+ 




x 


cw 

y dy 


*) Vgl. die eingehendere Beliandlung dieser Differential- 
glei chung bei Darboux, Throne g*4n6rale des surfaces; Bd. II, 
S. 54 ff. und S. 81 ff. 
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Tiber, welche die Losung 

u>-*JB>(-l t p,l j) 

besitzt, wo X eine willkurliche Konstante und F(oc , , y , x) 

die GauBsche hypergeometrische Reihe darstellt. Wenn 
die Differentialgleichung fur w die Losung cp(x , y) hat, 
besitzt sie auch die Losung 


mit den willkiirlichen Konstanten £ , rj . Aus der oben 
angeschriebenen Losung ergibt sich demnach die Losnng 


U> = fa — a,)L (X — (y ■— l, p, 1 -p’-rX, a), 


wobei gesetzt ist: 
(51) 


(g — £) (y — v) 

(x — rj) (y — |) ' 


Hieraus erhalt man durch Multiplikation mit (x — yY + P' 
die folgende Losung der adjungierten Differentialgleichung: 


= (f] — xf (£ — x)-P'- x (y — g)-l> (y—xY+P'Fi—X, p, l—p' — X, a). 


Die Riemannsche Funktion ist die Losung der ad- 
jungierten Differentialgleichung, welche sich fiir x — £ auf 



e * 


und fiir y = rj auf 


X 



v-S Y 

v — £/ 


frj — x\P 

U- £/ 


reduziert. Fiir x — £ verschwindet o und die Reihe F 
nimmt den Wert 1 an; der Faktor (£ — x)~ i -~F wird aber 
gleich Null oder unendlich, wenn nicht X — —p' an- 
genommen wird. Fiir l = — P' ist 

(52) v - (rj — x)-P {y — £)-? (y — xy+P'F(P', p , 1 , a ) ; 
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man hat 

fur x = g und 



fur y = rj ; folglich stellt (52) die Riemannsche Eunktion 
dar*). 


*) Bei R. d’Adhemar, Les Equations aux d^rivees partielles 
a caractdristiques reelles (Coll. Scientia; Paris 1907) sind neuere 
Untersuchungen liber hyperbolisch© Differentialgleichungen mit 
zwei und mehreren unabbangigen Veranderlichen kurz skizziert; 
ebenso im 5. Kapitel yon R. d'Adh^mar, Exercices et lemons 
d’ Analyse (Paris 1908). 



V. Abschnitt. 


Die Fredholm sche Integralgleichung. 
Reihenentwicklungen nach den Eigen- 
fnnktionen eines symmetrischen Kerns. 

§ 34. Xosung der Fredholmschen Integralgleichung 
im Falle D{X) =j= 0. 

Wir betrachten eine Integralgleichung (Funktional- 
gleichung) von der Form 

b 

(A) <p(s) — ij K(s , t) <p(t) dt = f(s ) ; 

a 

darin sind s nnd t reelle Yeranderliche, welche sich in 
dem Intervall a ... b bewegen; K(s , t ) , der Kern*) der 
Integralgleichung. ist eine Funktion der Yeranderlichen s , t 
und X ein veranderlicher Parameter; f(s ) ist eine gegebene 
nnd <p(s) eine zu bestimmende Funktion von $. 

Nach Fredholm**) laBt sich die Integralgleichung (A) 
folgendermahen nach der unbekannten Funktion cp(s) auf- 
losen. 

Wir setzen sowohl K(s, t) als auch f(s) und <p(s) als 
endliche und stetige Funktionen voraus***). 


*) Nach Hilbert; dessen Bezeichnungen wir vielfach be- 
nutzen. 

**) Stockholm Ofversigt 1900, S. 39 ; Acta mathematica, Bd. 27, 
S. 365. — Auf andere Weise hat Hilbert die Theorie der Integral- 
gleichungen begriindet (Gbttinger Nachrichten 1904, S. 213 und 
1906, S. 439); dabei wird die (in den Gottinger Nachrichten 1900, 
S. 157.entwickelte) Theorie der quadratischen Formen yon unend- 
lich vielen Yeranderlichen benutzt. 

***) Diese Yoraussetzung, welche nicht notwendig ist, wird der 
Einfachheit halber gemacht. 
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Wir gehen aus von der Determinantenrelation*) 

K(s,t), K(s , r x ) , K(s,r n ) 

-&( r l > y l) > • • * j *») 

: j Q 1 ?i) 7 • • « J &(?n > ^») j 

(1)| . . . , r w ) 

-*(«,*) 

-K-frn ) ?i) i • • • ? K (r n , r n ) 

w K{r x ^r 1 ) ) . . 

+2(-iw,^ -i 

die man erhalt, indem man die angeschriebene Determi- 
nate (n + 1) ten Grades nach den Elementen der ersten 
Zeile entwickelt. Wenn man beide Seiten der Gleicbnng (1) 
in bezug anf jede der Veranderlichen r lf . . . , zwischen 
den Grenzen a nnd l integriert nnd dnrch nl dividiert, 
erh&lt man nnter Benntzung der Bezeiehnung 



1 

* }\ n) , 

& (?1 t r n) 


(2) A„ = 

=-V 

•••/' 

. . . . dr x . 

. dr n , 


71 1 I 

a 

a | & (?n } * l) j • • ■ > 

^ (?n j ^n) 



b 

* km, 

• * ♦? & ( s 1 r n) 


A n (s, t) = 

±r 

nlj 

"I* K( r i,t), Kir^r,) 

> * * * > -K-( r U ^n) 

dr x . . . dr n **) 


a 

f ‘ \K{r n ,t),K{;r n ,r,) 

? . . .j A (?*n j ^n) 



die Gleicbnng 

b 

(4) A n (s , t ) = K(s, t)A n -jK(s, r)A n .i(r, t) dr . 

a 

Das letzte Glied der Gleichung (4) ergibt sieb folgen- 
dermaCen. Auf der recbten Seite der Gleicbung (1) ist 
(— -1 ) n K{s, r n ) mit der Determinate 

*) Dabei ist n eine der Zahlen 1, 2, S, 

T7o ■! o'f 

A 0 = l, A 0 (s,t) = K(s,t). 
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I > *^(^1 J ^ 1 ) j • & (fl 1 r n- 1) I 


I j 0 ) ^i?n > ^i) > • • • ) -K-(?n j ^ n-1 ) | 

multipliziert, welche wir dadurch umformen, daB wir die 
nte Zeile an den Anfang stellen und den Faktor (— l) n-1 
vorsetzen, welcher sich mit (— -l) n zu —1 zusammensetzt; 
das letzte Glied der Gleichung (1) ist demnach 


K{s, r n ) 

K(r n , t ) , K (r n , iy) , 

K(r„,r„- 1) 
Z(r lt r„_i) 



. . . , IT (r w — i j — i) 


Wenn man dieses Glied nach r l9 . . r n integriert, durch n\ 
dividiert und die Gleichung 


b b 


n - 1 ( r n 9^) z 


(n-1)! 


-K-frit ?0y (r n , T n _ i) 

-KfanO, ^,^.0 


‘ a I K(r n -i, t ) , y • • • > -KtyVi-lj ^Vi- 1) 

beriicksichtigt, erhalt man 


dr^.-.dr*-! 


^ I ^(& 9 ^n) ~^n-l(^n ? 0 


~n K ( $ ’ r ^ An -^ r ^ *) dr * 


Beachtet man, daB sicli das beschriebene Yerfabren auf 
jedes der n letzten Glieder der Gleichung (1) anwenden 
laBt, so hat man das letzte Glied der Gleichung (4). 

Wir fiihren die beidenfolgenden Potenzreihen von X ein : 

oo .. 

(5) J)(A)=2’(- 1 ) nJ «^. 

n = 0 

oo 

■»(*; «, <) =A’(- 1 )”- 4 »( S J f )^; 

n = 0 


( 6 ) 
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in § 35 zeigen wir, daB diese beiden Reihen fiir alle Werte 
von X konvergent sind. D{X) wird als Determinant© 
des Kernes K(s , t) bezeichnet, D(X ; s , t) als Unterdeter- 
minante erster Ordnung. . 

Wenn man die Gleichung (4) mit (— l) n X n multipliziert 
und liber n = 0 , 1 , 2 , ... summiert *) , erhalt man die 
Gleichung 


n - 0 


Z’(-l)” Ms , t)k n ~K(s,t)]?(-l) n A n k n 

n = 0 

+jK(s, r)21(-l , t)X”dr 


n= 1 


Oder 


(7) D{X ; s,t) = K{s , t)D(X) + X K(s r r) D(X ; r , t) dr .. 


Wir machen zunachst die Voraussetzung, daB B(X) 
von Null v-erschieden ist. 

Setzt man 


( 8 ) 


K(A; s,t) = 


m 


so nimmt die Gleichung (7) die Form an: 

b 

K(A ; s , t) = K(s , t) + x[K(s , r)K(X ; r , t) dr ' 

a 

Oder 

& 

(9) K(s, t) = K(A ; s, t) — xjE(s , r) K(A; r, t)dr . 

a 

Die Integralgleichung (A) wird also, wenn man f(s) = K(s,t) 
setzt, durch <p(s) = K(A ; s , t) befriedigt. 

Wenn man die Determinante (w + l)ten Grades auf 
der linken Seite der Gleichung (1) statt nach den Elementen 
der ersten Zeile nach denjenigen der ersten Kolonne ent- 

*) Fiir w = 0 hat man an Btelle von (4) die Gleichung 
A 0 (s,t) = K(s,t), 

da t) gleich Null zu setzen ist. 
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wickelt, im ubrigen aber wie bisber verfahrt, wird die 
Gleichung (7) durcb 

b 

(7') D(X-, s , t) = K(s , t) D(X) + 1 Jd(1 j s,r)K(r,i ) dr 

a 

und die Gleichung (9) durch 

b 

(9') K{s, i) = K(i; s, t)-XfK(X; s, r)K(r, t)dr 

a 

ersetzt. 

Man bezeiehnet die Funktion K(A; s, t) als die lbsende 
Funktion iixr den Kern K(s , t); mit ihrer Hilfe laBt sick 
die Integralgleichung (A) folgendermaBen auflosen: 

b 

(10) <p(s) = f(s) + xjK(X -,s,t) f[t) dt . 

a 

Zum Beweise fassen wir die linke Seite der Gleichung (A) 
als eine auf die Funktion op (s) ausgeubte Transformation 
auf und schreiben demgemafl 

b 

(11) S <p(s) = 99 ( 5 ) — aJk(s , t) cp(t) dt . 

a 

Mit 2 mo ge die Transformation bezeichnet werden, welcke 
aus S dadurch hervorgeht, dai3 man K(s , t) durch — K {X ; s , t) 
ersetzt; es ist also 

b 

(12) 2f(s) = f(s) + X/K (X;s,t) f(t) dt . 

a 

Wendet man die Transformationen H und S nacheinander 
an, so erhalt man 

b 

S2f(s) = 2f(s) - l J e (s , t) • 2 f(t) dt 

a 

b 

= /(«) + K(A; s, t) - E(s, t))f(t)dt 

a 

b b 

— X 2 J \K{s , t) K(/l; t, r) f{r) drdt ; 
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die rechte Seite reduziert sicli auf f(s) , wie man erkennt, 
indem man die Gleichung (9) mit fit) dt mnltipliziert und 
zwischen den Grenzen a und & integriert. Es ist also 

(13) 82f{s) = f(s) , 

Oder 2 ist die inverse Transformation von 8. Ebenso ist 
unter Berucksiehtigung von (9') 

(14) • 2S<p(s) = <p(s) . 

Wenn eine der Gleicbung (A) 

8<p(s)=m 

genugende Funktion <p(s) existiert, so ist naeh (14) 

<p(s) = 2f(s ) , 

wodurch die Funktion (p(s) eindeutig bestimmt ist. 

Umgekelirt genugt der Ausdruck(lO) der Gleichung (A), 
denn es ist 

S<p(s) = S2f(s) = f(s) 

nach (IB). 

§ 35. losung der Fredholmschen Integralgleichung 
im Falle D(X) 4= 0. Fortsetzung. 

Um die Konvergenz der in § 84 aufgestellten Potenz- 
reihen fur D(A) und D(A; $, i) zu beweisen, benutzen wir 
einen von Hadamard*) herriihrenden Determinantensatz. 


Die Determinante 

^ll J 

a X2 5 

. . . , 

a m 



D = 

a 21 J 

a 22 J 

. . . , 

a 2 n 



Oder 

a nl j 

Mu 2 y 

D = 

• • • j 

d nn 

(i, k 

= 1,2,. 

••»») 


gehe, wenn man jedes Element a ih durck die konjugiert 
komplexe GroBe a iJc ersetzt, in 

D = [a ik ] (i, 1c = l, . ,.,») 


*) Bulletin des sciences math6matiques, 2. Serie, Bd. 17 (1893). 
— Der imText enthaltene Beweis wurde von Wirtinger (Monats- 
hefte fiir Math. u. Phys. 1907) gegeben. 

Horn, Partielle Differentia] gleichungen. 
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Tiber. Dann ist, wie w zeigen werden, 


DD Yjf (<Tii an + • • • + a ii 


Beaebtet man. daB 


DD = \D\ 2 , aik^ih = |«t. 


ist, so kann man scbreiben: 


i~ 1 

Ist kein Element a ih der Determinante D dem absoluten 
Betrage nach grower als die positive GroBe 2t , so ist 

I a il I 2 + • • • + I a in | ^ n ? 


\D\ 2 ^n n % 2n 


| z> | g; 9 l»y« n . 

Urn die TJngleichung (15) zu beweisen, setzen wir 

Si — &i\ COii • • • + & in ®in (i = 1 , • •«,%) 

nnd dividieren die Elemente der ^ten Zeile der Deter- 
minante D sowohl wie der konjngiert komplexen Deter- 
minante D durcb ]/^ . Wir setzen 


so daB 


„ 

/— &ik ? 

y$i 


= Mik j 


(*) 0Cn oc ix + ... + 0Ci. tl <x in = 1 (i = 1 , . . . , n) 

ist, und 

/j = [(%^] , A — [&£&] • 


Wir snchen das Maximum von A A nnter der Yoranssetzung, 
da-B die GroBen oc a nnd oc iJc die n Bedingnngen (a) erfullen. 
Wir wenden die ans der Differentialrechnung bekannte 
Lagrangescke Begel an, indem wir nnter Einfuhrung 


1 , 
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der n Koeffizienten X ± , . . . , X n die partiellen Ableitxmgen 
des Ausdrucks 

n n 

i = l k=l 

Hack den 2 n 2 GroBen x ilc , ~x ilc gleick Null setzen. Wir 
erkalten so die 2 n 2 Gleickungen 

A = l<i (Xifc , A A iJc — X4 ottf. , 

wo 

A -.M. A — 
a ~ dKi* ’ ilc ~ eck t 


Unterdeterminanten sind. Daraus folgt 
A Aik x^j. = Xi Xik Xm. 

k k 

Oder, da 

A = ^ i A ilc x ilc 

k 

ist, mit Riicksicht auf (x) 


Weiter ist 
Oder, da 
ist, 
d. k. 


AA = Xi = X. 
A n [A* J = X n [x ile ] 
[A«] = A»~i 
A n A n ~ 1 = X n A , 
(AA) n ~ x = X n 


Oder 2 n “ 1 =yi n , woraus sick ergibt, daB X — l o&er das 
Maximum yon A A gleick 1 ist. 

Aus der Ungleickung 


folgt, da 


ist, 


AA^l 




DD ^ , 


w. z. b. w. 
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Damit ist der Satz bewiesen: 

Erfullen die Elemente der Determinant© 


^11 J 

• • • > 


) 

. . . , 

ft nn 


die Bedingnng 

\a ilc \^%, (i , Tc = 1 , . . . , n) 

so ist __ 

\d \ ^ 5t B y»" . 

Es sei nun K eine positive GroBe, welebe von der 
Pnnktion K(s , t) nicht iiberscbritten wird, weim man s 
und t auf das Intervall a ... 6 bescbrankt. Dann ist 
nacb dem soeben ausgesproehenen Determinantensatz der 
absolute Betrag der Determinante 


^ ( 5 1 ? s l) i 

. . , K. ($! , $ w ) 

K(s n , $*) , . 

• • ? -®- (^n > ^n) 


hochstens gleich 
nacb (2) ist also 


4. £ 


K n ; 

Jg"-|/n”(& — af 
nl 

K(b — a) ]/n 


Ans der asymptotiscben Darstellung der Gammafunktion 
dnrch die Stirlingscbe Beihe folgt 

logn ! = log2 jc n + n log n — n + e n , lim e„ — 0 , 

n ss -f-oo 

i */— : . . . log2nn , e n 

login! = logn — 1 + f- ” , 

£ 71 71 


n , 'W. 

V»! = — (1 + d n ) , lim <3„ = 0 

& n~ +oo 


Also ist 


•yjX.|^S-T») 

M l+d n ) 
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uud folglicli 

(16) lim Y\ A n \ = 0 . 

n= 00 

Daraus geht hervor, daB die Reihe (5) 

n= 0 

fur alle Werte von X konYergent ist. 

Das gleiche beweist man auf demselben Wege fur 
die oben mit D(X ; s, t) bezeichnete Reihe (5), und zw ar 
konvergiert diese Reihe gleichmaBig nicht nur fur alle 
einem endlichen Gebiet der 2-Ebene angehorenden Werte 
you X , sondern auch fiir alle Werte von s und t , welehe 
dem Gebiet a ^ s ^ b , a angehoren. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

Der Kern E(s , t ) der Integralgleichung 

b 

(A) f(s) = 9 o(s) — X jx (s , t) cp{t) dt 

a 

sei eine fiir a^s , a^t^l endliche und stetige 
Funktion. Die Eeihen 


n = 0 

00 

t) = 2 '(-i)M n (s, t)X n , 

n = 0 


deren Koeffizienten A n und JL n (s, t) durcb die Glei- 
chungen (2) und (3) definiert sind, stellen ganze 
transzendente Funktionen Yon X dar. Die losende 
Funktion 


K(X-,s,t) = 


J) (1 ; S, t) 

m 


des Kernes E{$ , t) genugt der Gleichung 

i 

E(s, 0 = K(2; s, t) -ljE(s, r)K(J; r, t)d». 

a 
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1st D(X) von Null verschieden, so hat die Integral- 
gleichung (A) eine und nur eine Losung 

& 

<p(s) = f(s) + ; s,t) f(t) dt . 


Setzt man hierin f(s) = 0, so sieht man, daB die 
homogene Integralgleichung 

b 

cp(s) — xj'K(s , t) cp(t) dt = 0 

a 

nur die Losung <p(s) = 0 besitzt. 

Wir schlieBen einige Bemerkungen an, von denen im 
folgenden Gebrauch gemacht wird. 

Mit Biicksicht auf die Ausdrucke (2) und (3) fur A n 
und A n (s , t) hat man 

b 

(ra + l)A n+1 =|A fl (s, s)ds ; 

a 


wenn man diese Gleichung mit (—l) n+1 X n multipliziert 
und iiber n = 0 , 1 , 2 , ... summiert, erhalt man 


2;(-i) n+i (w+i)A + i^= 

n = 0 


l) n A n fA n (s, s)ds 


Oder 

b 

(17) ^>^_J D{ x. SjS)ds . 


Die losende Funktion K(X; s , t) des Kernes K(s , £) 
laBt sich in eine Potenzreihe von X entwickeln, welche, 
da D(0)=A 0 =1 ist, in einer gewissen Umgebung von 
X = 0 konvergiert: 

oo 

(18) K (X; s,t)=ZK»+i(s,t)P. 

n~ 0 


Setzt man diese Beihe in die Gleichung (9) ein, so er- 
halt man durch Yergleichung der von X freien Glieder 

K x (s , t) = K(s , t) 


§ 36. L6sung der Integralgleichung im Palle D{1) = 0 - 199 

und durcli Yergleiclmng der Koeffizienten von A” 

b 

K n+1 (s , t) =j. K(s , r) K n (r ,t)dr. 

a 

Demnach ist 

b 

K 2 (s , t) = Jk(s , r) K(r , t) dr , 

a 

b 

K*(s, t)=fK(s,r)K*(r, t)dr 

a 

b b 

=//- K(s, r)K(r, r x ) K(r t , t) dr dr 1 

a a 

usw. und allgemein 

bb b 

(19) K”+'(s, t)=JJ...fK(s,r)K(r, r t ) ... K(r n _ lt t)drdr x ...dr n _r, 

a a a 

daraus folgt 

b 

K m+n (s , t) = I K m (s , r) E n (r , t) dr . 

a 

Die GroBen K n (s , t) werden als iterierte Kerne be- 
zeichnet. 

Fur X = 0 ergibt sicb aus (18) 

K(0 ; s , t) = K(s , t) . 

§ 36. Losung der Integralgleichung im Falle D(X) = 0. 

Kachdem die Integralgleichung (A) unter der Voraus- 
setzung gelost ist, daJ3 die Determinante D(X) nieht ver- 
schwindet, verstehen wir unter X = X 0 eine Wurzel der 
Gleichung D(X) = 0 und betrachten zunachst die liomo- 
gene Integralgleichung 

b 

(B 0 ) (p(s) — X 0 Jk(s , t) (p(t) dt = 0 . 
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1st 1 0 eine einfache Nullstelle von D(2), ist also 
D(l o ) = 0, D'(l 0 ) 4=0, so kann, weil die Gleiclmng (17) 

& 

D'(A 0 ) = —Jd(A o 5 ^ 

a 

besteht, D(2 0 ; 5 , 5 ) nicht fur alle Werte von s verschwin- 
den. Die Funktion 

K ^’ s ’ $ ~ D(A) 

besitzt den einfachen Pol A = A 0 , in dessen Umgebung 
die Entwicklung 

bestebt, wo $P(A — A 0 ) eine von s und t abhangige Potenz- 
reihe von A — A 0 darstellt. Wenn man diesen Ausdruck 
fiir K (A ; s , i) in die Gleicbung (9) einsetzt, mit A — A 0 
mnltipliziert und bierauf A = A 0 setzt, erbalt man die 
Gleichung 

b 

D(A 0 ; s, t) = 2 0 J E (s , r)D(A 0 ; r, t)dr. 


+ w - io) 


Werden die Zahlenwerte s 19 t x so gewahlt, dafi D(^ 0 ; s lf t x ) 
von Nu 11 verschieden ist, so kann die Funktion 

<p(s) = Z>(A 0 ;«,*!), 
welche der Gleichung 


<p(*) = > r)<p(r)dr 


genugt, nicht identisch in s verschwinden. 

Um auch den Fall einer mehrfachen Wurzel der 
Gleichung B(X) = 0 behandeln zu konnen, verallgemeinern 
wir die in § 34 benutzten Determinantenrelationen. 

Indem wir die Bezeichnung 


(20) K 


(! ij •• 

ii 

T 

K( s u h) ? 

. , 7£(s^ , ^m) 

\h i • • 

• j ^m/ 

? ^i) > 

• j j t*n) 
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benutzen, setzen wir 

f A. n (s ± , . • - 5 s m ; ^ , * * • ? ^m) 

b b 



a a 


Dann stellt die Eeihe 

y j * * • ) h y • • • j 

^ ““ ^ (“•“'l) n ^ln(^i ? • * * ? ? ^1 ? * * • j ^n) 

n «0 


eine ganzo transzendente Funktion von 2 dar, welebe man 
als IJnterdeterminante wter Ordnung von D(A) bezeichnet. 

Ahnlich wie die Gleichung (17) in § 35 beweist man 
die folgend© allgemeinere Gleichung: 

(23) - (-irj. . . jW 5 8l , . . . , s m ; 9i , . . . , Sm ) ds t . .. d 

a a 


Waren fur einen gewissen Wert X — ■ 2 0 samtliche Unter- 
dotorminanten 

JX[X j j • - ■ t j j • * * ) ^'m) “ 0 j 1 j 2 , . . .) 

idontiscli in s t , < t , ... gleich Null, so wiirdon alle 
Abloitungen von I) (I) fur I 0 vcrschwindon, was nickt 
moglich iat, da X ~ X 0 fur die gauze transzendente Funktion 
D(X) nnr eine Nulls telle von ondlicher Ordnung sein kann. 

Die Dotorminantenrelation (1) lftfit sick folgender- 
maBen verallgemeinern : 

V (& 1 > • • • > s m> > • ■ • 7 *»\ 

\<i, r t , . . ■ , rj 



, r, , . . . , r n \ 

> ^"i > • • • j r n / 


(24) 


+ 


Ki'i'tJKfr'**’ 

\H i h j 


■ j ' i ? 


* ? *7/1 ? / n ? • 


r n 


+ (—l) w Jf (#. , r,) /T f ‘ 

\ l 'l y • * • j hn l j hny T % > * * • > ' n/ 
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Wenn man beide Seiten der Gleichung (24) in bezng auf 
jede der Veranderlichen r ±J . . . , r n zwischen a und b in- 
tegriert nnd durch nl dividiert, erhalt man die der Glei- 
cliung (4) entsprechende Gleichung 


■A-n ($1 ? • • • 7 

Sm y y • • * ? Aw) 

= ■£(«; 1> *l) ^»(S 2 , - 

7 ^2 ? * * • 7 

(Sj j £o) -^-n( s 2 j s 3 f ■ 

. . , ^ y ^3 y • 

+ 


b 


-Jk(Si, r)A n . x {r, s t , 

... ? S m ; ^1 y ^2 7 


Durch Multiplikation dieser Gleichung mit (— l) n A n nnd 
Summation nber n = 0 , 1 , 2 , ... erhalt man 

D (1 j • • • y S m y j • • • ) ^m) 

~ K(s 11 t}) D(X ; s 2 , . . . , 5 • * * ? ^m) 

/ 0 £\ K(s 1 , t 2 ) D (A y S 2 j * • * y y y £3 7 • • • 7 

4- 

6 

+ r)D(l ; ^ , $ 2 ? • • • y ^2 > * • • ? ^ • 


Verschwindet fiir a — / 0 nicht nnr die Determinante 
D(A) , sondern ancb die Unterdeterminanten von geringerer 
als der mten Ordnung, ist aber D(A 0 ; s u . . ., s m ; t m ) 

nicht Null*), so schreibt sich die Gleichung (26) 

D (^ 0 $ $1 y • * • ) y ^1 y * • * 7 
b 

^ ^ , v) D (A 0 ; t y s 2 , . . . , s m ; , . . . , 

. a 

oder wenn man durch s ersetzt: 

D (Aq J S j S 2 y • • • y S m y y • • • j ^m) 

/ 6 

^ ^ == ^0 1 7 ^ j ^2 ? - ■ • y j ^17 * * * 7 ^m) • 


*) Dann ist, wie aus der Gleichung (23) folgt, A = eine min- 
destens wfache Wurzel der Gleichung D(X) = 0. 
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Setzt man fur s l , . . s m und t t , . . . , t m solclie Zahlen- 
werte, dafi D(4; s 1? . . - , » m ; h, . nicht verschwindet, 
so stellt der Ausdruck 

9 s (®) == & (4 5 * > ®2 1 • • • > ®m j > • • • j 4,) 

sowohl wie der Ausdruck 

m 0 i ® j ) • ■ * ) hi • • • 1 hit) 


Cf>{s) =- 


^ (4 > J • • • i ®m j ! • • • > tm) 


eine Losung der homogenen Integralgleichung (B 0 ) 


<p(s) — X q Jk (# , r) cp(r) dr ~ 0 


(28) <pi(t) 


dar. Bbenso ergibt sich 

■P (4 ? 4 > • • • > 1 > $ ? ^t+ 1 > • • - | i h , . • . ) 4») 

D (4 ; Sj , •••)#»»; L i • • • > 4>) 

(i == 1 , . • . , to) 

als Losung dor Gleiclrang (B 0 ). 

Setzt man an Stelle dor Pormel (24) diejenige, welcho 
man or halt, indem man bei der Entwicklung der Detor- 
minanto (24) die Zeilen mul Kolonnen vertauscht, so wird 
die Form el (26) durch die folgende ersetzt: 

7)(A ; Sj , . • • j J h , • ■ ■ , t m ) 

~~ K (**1 1 h.) D(X \ h, . • • j t m ) 

, A («J| , h) D(X~, 8{ , 8$ , . . . , S m j t 3 , . . . , t m ) 

(29) 

I ' ; 

XjK(r, (,) D(X; « s , . . ; r, U, t m ) dr . 

a 

Fur l A 0 , wo 4 dieselbe Bedoutung hat wie vorhin, geht 
dieao Gleichung, wenn man noch h durch t ersetzt, iiber in 

/)(4 ; #, , • • - , ; !, t, • - • i tm) 

ft 

4 JA* (t , t) If (4 j »| , • . • , x,„ j t , , - ■ • , 4) dr . 


(30) 
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Demnach genngt die Funktion 

yj(t) = D (Aq ; • j Sm • • • y 


Oder 

wit) 

der Gleiclmng 

b 

(Bq) y>(t) — l 0 fy (r) K(r , t) dr = 0 . 


D (^p ; Si 2 * * * ? ^m) 

B (A 0 J . j J ^ > • • • ? ^m) 


Auf diesem Wege ergeben sicb die m Losungen 


(31) WS) = 


D(Xqi J • • • i s mj tn • • • y ^£-1 y t , ^ + 1 y • • • y 2 W ) 


B (Ip y $1 y • • • y 

(i = 1, w) 


^1 y • * • J ^m) 


der bomogenen Integralgleichung (Bq). 

Wir weisen nach, daB die m Funktionen 

(p ± (s) , ... , 9 o m (s) 

linear unabbangig sind. 

Die Gleicbung (27) kann in der Form gescbrieben 
werden: 

b 

(32) hfz( Sl ,r) r Pl (r) dr = 1 . 


Aus der Formel (24) gebt eine andere hervor, indem man 
die Determinant^ auf der linken Seite durcb 0 und die 
GroBen 

^-( S l J t±) , -^(^1 y ^ 2 ) > • * * y -2" (®x y ^ 1 ) y • • • 

auf der recbten Seite durcb 

K( s 2 J ^l) } K( s 2> t 2 ) f • • • y K ($2 J r l) J 

ersetzt. Wenn man die abgeanderte Relation ebenso be- 
bandelt wie oben die Relation (24), erbalt man an Stelle 
der Gleicbung (32) die Gleicbung 

b 

Je{s 2 , r) <p x (r) dr = 0 . 


(33) 
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Es ist demnacli 

b 

( 34 ) jK(Si,r)<p?(r)dr = 

a 

Bestebt eine Relation 

c l<Pl( S ) + ■ ■ ■ + Cm <Pm{s) = 0 

mit konstanten Ko efficient en c lf . . . , c m , so ist fur 
i = 1, . . . , m 

6 & 
c^KiSi , r) 9 ? x (r) dr + . . . + c m ^K(Si, r) rp m {r) dr = 0 , 

a a 

also mit Biicksicht auf (84) 0 t * = 0 . 

Ebenso ergibt sich, daB 

VlW ? • * • ? y*m(f) 

linear unabhangig sind. 


— fur i = i ' , 
/ 0 

0 ,, • 


§ 87. Losung der Integralgleichung im Falle D(X) = 0. 
Fortsetzung. 


Wir zeigen, daB die allgemeinste Losung <p(s) der 
Integralgleichung (B 0 ) eine lineare homogene Funktion von 
cfiis) , cp m ( s ) mit konstanten Koeffizienten ist. 

Wir setzen 


(35) 
und 

(36) 


r (s,t) = 


D (X Q ] S , , ••• i 8m y t 9 t± 9 

D(Xoi*i, • • • i &mi t if * * 


■ ? tm) 


*m) 


b 

zf(s) = f(s) + x 0 fr( s ,t)f(t)dt. 

a 


Dann ist, wenn unter 8 die Substitution (11) fur X = X 0 

b 

S q>(s) = <p($) — X 0 Jk(s , t) cp(t) dt 

a 


verstanden wird, 
(37) 


US <p{$) = Tcp{s) , 
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wo 

b 

(38) Tcp{s) = <p(s) + kfQ{s, t) <p (t) dt 

a 

nnd 

b 

(39) Q(s, t ) = I>, t) - E(s, t) - kj r (s, r)K(r, t)dr 

a 

ist. Der Formel (29) entsprecbend ist 


D(X] s ? $! , . 

. S m ] t,t 1 , . . . 

■ 3 tm) 

j t) D (2 5 j • • • ? 

3 ? * * * 3 


0 

a 

• * • 3 3 3 ^1 3 • * 

. , y dr 

— E{s 1 ,t) D{X‘, s , s 2 , 

* • • 3 3 ^13 • • • : 

3 tm) 

+E(s 2 , t)D(A; s,s 1 , 

$3 3 * * * 3 3 ^1 3 

• • • 3 tm) 


setzt man bierin l = X 0 nnd dividiert man durcb 
(A 0 ; , . • • j s m ; t 19 . . . , £ w ) , 

so bat man 

(40) Q(s, t) = —K(s 1 , t) c Pl (s) — ... — K(s m , t) <p m (s) , 
also 

m 

(41) T <p(s) = 9 5 (s) - Z* <fi(s) 

i=l 

nnter Benutzung der Bezeicbnnng 

b 

c i = A 0 fj£($i, t) q>(t) dt . (i = 1 , . . . , w) 

a 

Wenn eine der Gleiclmng $<p(s) = 0 genugende Funk- 
tion <p(g) yorhanden ist, so ist nach ( 37 ) 

Tcp(s) = 0 

oder wegen (41) 

m 

( 42 ) <p(s) = Yci<pi(s) , 
w. z. b w. 
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Ebenso erkennt man, daB die allgemeinste Losung y> (i) 
von (Bq) eine lineare homogene Verbindung von yj t {t), . . . , 
ip m (t) mit konstanten Koeffizienten ist. 

Wir werfen nocb die Frage anf, unter welchen Be- 
dingungen die Integralgleichung (A) losbar ist, wenn fur X 
eine Wurzel A 0 der Gleichung D (A) == 0 gesetzt wird. 
Wenn man die Gleichung 

b 

(A 0 ) 92 (®) ^ 0 >J > fy C P (0 d,t ~ f{$) 

a 

nach Multiplikation mit y\(s) ds (i = l, m) zwischen 
den Grenzen a und h integriert, erhalt man 

b bb b 

j(p(s) y.>i(s) ds — X 0 JJ. K(s,t ) y> { (s) cp (t) ds dt —J f(s) y>i(s) ds . 

a da a 

Die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, denn sie 
wird erhalten, indem man die Gleichung 

b 

v»(«) - K fv’i{r) K(r,s) dr = 0 *) 

a 

nach Multiplikation mit <p(s) ds zwiachen a und b integriert. 
Also mufi 

u 

(43) jf(s) yu(s) ds — 0 (* «= 1 , . . . , m) 

a 

sein. 

Wir setzen die Bedingungen (43) als erftlllt voraus 
und fragen, ob die Gleichung (A 0 ) Ldsungen besitzt. 
ist eine der Gleichung (A 0 ) oder 

( 44 ) «»•(») »/>) 

geniigende Funktion cp(s) vorhanden, so erhalt man, wenn 
man auf beide Belton der Gleichung (44) die Transformation 2' 
anwendet, 

(45) 2’b>(«) T </>(*) -27'W , 

*) Diese Gleichung benteht, weil y»i{t) eine Lfeung der homo* 
Konon Integralgleichung (B u ') iut. 



208 V. Abschnitt. Die Fredholmsche Integralgleichung. 

Oder wegen (41) 

m 

q>(s) - ^Ci cpi{s) = 2f(s) . 

i—1 

Eine etwa vorhandene Losnng der Gleiclmng (A 0 ) ist also 
von der Form 

m 

. (^6) <p (s) = Zf{$) -1- ^Ci <pi(s) . 

i = 1 

Aus einer Losnng der Gleichnng (A 0 ) gelit durcli Addi- 
tion der Losnng 

m 

2Va( s ) 

i = 1 

der homogenen Gleiehu ng (B 0 ) wieder eine Losung der 
Gleichung (A 0 ) her vor : wir brauchen also nnr zn zeigen, daB 

(47) ’ <p(s) = Zf(s) 

der Gleiclmng (A 0 ) genngt. 

Es ist 

b 

(48) S<p(s) = SZf(s) = f(s) + / 0 / Q(s, t) f(t) dt , 

a 

wenn 

b 

(49) Q(s,t) = T(s, t) — K($, t) — l 0 jK{s, r) f(r, t)dr 

a 

gesetzt wird. Der Gleichung (40) entspricht die Gleichung 

(50) Q(s , t) = -S"(s , £j) y j (t) ... K.(s , t m ) yj m (t) , 

so daB 

b _ m b 

/«(», 0 AO ^ = j ^i) J, fit) y>i(t) dt 

wegen (43) verschwindet. Demnach ist 

(51) S<p(s) = f(s), 
d. h. die Eunktion (47) 

b 

<p(s) = f(s) + X 0 Jr(s,t) f(t) dt 

a 

geniigt der Gleichung (A 0 ). 
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Wir haben demnacli den Satz: 

Yerschwindet fur l = die Determinante JD(X) 
nebst ihren Unterdeterminanten von geringerer als 
der mten Ordnung*), ist aber D(/l 0 ; $ ± , . . .,$ m ; . . .,£ m ) 

von 'Null verschieden, so besitzt die homogene In- 
tegralgleichnng 

b 

(B 0 ) <p{$) — l 0 jK{s , t) 9 o(t) dt = 0 

a 

die m linear unabhangigen Losungen 

* • • ? 1 ? £ > ^t+l > » • ‘ ; * • * ? tm ) 

D (^o j > • • • j j • • ■ > An) 

(i = 1 , . . . , m) , 

dnrch welche sich jede Losung in der Form 
<p(s) = c x <p x (s) + . .. + c m <p m (s) 

mit konstanten Koeffizienten e l9 . ..,c OT darstellen 
1 a fi t* 

Die nicbt homogene Integralgleichung 

b 

(A 0 ) cp(s) — A 0 Jk($ , t) cp ( t ) dt = f{s) 

a 

ist dann und nur dann losbar, wenn 

b 

(oc) J f(s) yji(s) ds = 0 (i = 1 , . . m) 

a 

ist, wo y\ (t), yj m (t) die m linear unabhangigen 
Lflsungen der Gleichung 

b 

(Bo) y>{t) — A 0 fy (s) K(s , t) ds = 0 

a 

sind. Sind die Bedingnngen (a) erfullt, so wird die 
allgexneinste Losung der Integralgleichung (Ao) dar- 
gestellt durch 

6 

(p{8) = /'(s) + A 0 jV(S , t) f(t) dt + C x <Py[8) + . • • + C m Cp m {&) , 
a 

*) Die Unterdeterminante m ter Ordnung t m ) 
ist durch die Formelu (20), (21) und (22) definiert. 

Horn, Pnrtielle Differentialgleichungen. 
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r M) = 


D 0 O ; s , $i , • • • > > i > > * • • ? 


0o ? ) • • • 5 5 j • • •} A») 

ist nnd o l7 c m willkiirlicke Konstante si nd*)- 


§ 38. Kerne, welehe unendlicli werden. Integ** a ’l~ 
gleichungen fur Funktionen zweier Yeranderlicfa^**. 

Wenn, wie es hanfig vorkommt, der Kern K.(s 7 <0 
fur s = t unendlick wird, verlieren die in § 34 entwickelteix 
Formeln ihre Giiltigkeit , weil K{r 1 , r x ) , . K(r n , 
nnendlick groB sind. Wir nekmen an, der Kern K(s ? $) 
werde fiir s = t von geringerer als der 4 - ten Ord- 
nung nnendlick, d. k. es sei eine zwiscken 0 und. A 
gelegene Zahl oc so vorkanden, daB 

(s — t)«K(s , t) 

fiir s = t nickt mekr nnendkck wird. 

Wir ersetzen in den Formeln (2) nnd (3) fiir A n und 
A w (s , t) die GroBen K(r x , r x ) , . . K(r w , r n ) duxck USTnll, 
so daB wir kaken: 


(52) 


(53) 



0, 


.,E( ri ,r n ) 

K (r2,ri), 

0, .. 

K{r 2 ,r n ) 

K(r n ,r i), 

KK,r 2 ), . . 

; 0 

K(s,t), 

K{s,r x ), ... 

.,K(s,r n ) 

K{r lt t), 

0, ... 

.,E(ri,r n ) 

^-( r n) fy j 


0 


dr L - - - Ar x 


dr x . . . dfr. 


Dann kleikt die Formel (4) besteken. Wir definieren die 
Keiken D(X) nnd D(X ; s, i) dnrck die Gleickungen (5) 
nnd (6), worin nnr jetzt nnter nnd -4„($, 2) die Ajub-* 
driicke (52) nnd (53) verstanden werden. Man kann be- 


*) Weitergehende Untersuchungen bei Plemelj (Monatslrefte 
fur Mathematik und Physik 1904, S. 93), Hey wood (Journ. clt& 
Math 6m. 1908, S. 283), G our sat (Ann. de la Fac. de Toulouse 

1908, S. 1). 


§ 38. Kerne, welehe unendlich werden. 
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weisen*), dafi unter der oben Tiber den Kern K(s , t) ge- 
macbten Voraussetzung die Potenzreihe D(X) fur alle Werte 
von X konvergiert; dasselbe gilt — wenn. man von der 
singularen Linie s = t absiebt — von D(X ; s , i) ; die 
Differenz 

D{X-, s,t)-K(s, t)D{X) 

ist fur alle Werte von X und fur a^Ls^l, a^t 
konvergent**). Die Relation (7) ist ancb jetzt nocb gultig. 
Die dnrcb die Formel (8) 


definierte losende Funktion K(2; t) des Kernes K(s , t) 
hat jetzt die singulare Linie s = t ***), aber die Differenz 

K {X ; $ , t) — K (s , t) 

wird, wenn D(2) 4 = 0 ist, fur s = t nicbt mebr unendlicb. 
Mit Hilfe der Relation (9), welehe hestehen bleibt, heweist 
man wie fraher, daB die Integralgleichnng (A) die einzige 
Losung (10) besitzt, wenn D(X) von Null verschieden ist. 

Anch die in § 36 nnd § 37 aufgestellten Satze nber 
die Losungen der homogenen Integralgleichnng (B 0 ), wo X 0 
eine Nullstelle von D(l) ist, bleihen hestehen, wenn K(s ,t) 
f fir s = t von geringerer als der ten Ordnnng unendlich 
wird; man hat nnr in alien in § 36 henutzten Determi- 
nanten K(r x , r x ) , ..., K(r n , r n ) durch Null zu ersetzen. 


*) Vgl. Hilbert, Gottinger Nachrichten 1904, S. 83. 

**) Es ist 

A. n {s 7 t ) K(s, t) A n = A 7} (s } t) , 

wq A* ($y t) aus dem Ausdruck (53) fur A n (s 7 t) dadurch hervor- 
geht, dafi man das erste Element K(s, t) der Determinante durch 
Null ersetzt. Man beweist, dafi die Reihe 

D*(l; s, t) = t)X" 

M = 0 

= D(A; s y t) — K(Sy t)D(l) 

fiir alle Werte von l konvergiert, wie auch s und t im Intervall 
a ... b angenommen werden. 

***) Es ist 

K(A; s,t) = K(s,t) 
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Bisweilen ist es nutzlich , eine Integralgleichung mit 
dem Kern E{s, t) anf eine Integralgleichung mit dem 
iterierten Kern E 2 (s , t) zuriickzufuhren. Diese Zuriick- 
fuhrung kann man Tornehmen, wenn der als integrierbar 
vorausgesetzte Kern E(s , t) im Integrationsgebiet un- 
endbch wird, wahrend E 2 (s , t) endbcb bleibt. Sie ist ins- 
besondere dann anzuwenden, wenn E(s, t) unendbcb wird, 
ohne die vorhin angenommene Bedingnng zu erfullen, 
wahrend E' 2 (s , t) dieser Bedingung geniigt. 

Ersetzt man im zweiten Gbed der Integralgleichung (A) 

b 

(p(s) — X Je(s , r)<p(r ) dr = f(s) 

a 

die Funktion <p(r) durch 

b 

fir) + xjE(r, t)<p(t)dt , 

a 

so erhalt man, indem man die in § 85 eingefiihrte Be- 
zeichnung 

b 

(54) E 2 (s , t) = Je(s , r) E(r , t) dr 

a 

benutzt, die Integralgleichung 

b 

cp(s) — pJk 2 (s , t) 9 o{t) dt 

a 

b 

= f(s ) +x/E(s, t)f(t)dt, 

a 

deren rechte Seite eine gegebene Funktion von s ist. Eine 
Losung cp(s) der Integralgleichung (A) mit dem Kern K(s,t) 
stellt also anch eine Losung der Integralgleichung (55) mit 
dem Kern K 2 (s , t) dar. 

Ist A 2 keine Nullstelle der Determinante des Kerns 
K 2 (s , t) (welcher endlich oder fur s = t von geringerer als 
i ter Ordnung unendlich ist), so dafi die Integralgleichung (55) 
nur eine Losung cp(s) besitzt, so geniigt <p(s) auch der 
Integralgleichung (A). 
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Zum Beweise multiplizieren wir die Gleicbung (55) 
mit j K( r, s)ds und integrieren nach s zwiscben den 
Grenzen a nnd & . Wenn wir scblieBlich $ statt r 
scbreiben, haben wir die Gleicbung . 

b b 

fK(s,t) f{t) at + x jK*{s, t) f(t ) at 

a a 

b b 

= fK{s , t) cp(t) dt - pJk*(s , t) <p{t)dt . 

a a 

Dieselbe Gleicbung erbalten wir, wenn wir in (55) an 
Stelle Yon <p(s) die Eunktion 

b 

yj(s) = f(s) + xjE(s , t) cp(t) dt 

a 

einsetzen. Darans folgt, daB y;(s) der Gleicbung (55) ge- 
niigt. Da aber die Gleicbung (55) nur eine Losung be- 
sitzt, so muB yj(s) mit cp(s) ubereinstimmen , es muB also 

b 

<p(s) = f(s) + iJk(s , t) <p(t)dt 

a 

sein, d. b. cp(s) ist eine Losung der Xntegralgleicbung (A). 

Es sei nun y.>(s) eine Losung der bomogenen Integral - 
gleicbung 

b 

(56) yj($) = xjK(s , t) xp (t) dt 

a 

fur einen gewissen Wert yon l . Aus der Gleicbung (56) 
folgt, wenn man auf der recbten Seite 

b 

xp(t) = k Jj£(t, r)yj(r)dr 

a 

setzt, die Gleiclmng 

b 

(57) yj(s) = K 2 (s , t)ip(t) dt . 

a 
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Es sei umgekehrt %(s) eine Losung der komogenen 
Integralgleiclmng 

" b 

(58) yjs) = fi Jk 2 (.5 , t) I (t) dt 

a 

fur einen gewissen Wert von /i . Wir defimeren die 
Funktionen Xi ( s ) , % 2 (s) durch die Gleichungen 

b 

(59) 2 xi (*) = x(*) + '/M dt t 

a 

b 

(60) 2 Xi (*) = *(«) t)x(t)dt , 

a 

so daB 

(61) *(«) = Zi(«) + Xz(s) 

ist. Wenn man die Gleichung (59) mit ^/iK{r,s)ds 
multipliziert, zwisehen den Grenzen a und l integriert 
und schliefilich r durch s ersetzt, erhalt man die Gleichung 

b b 

2]/upF(,5, t) Xi(t) dt — l//x J k (s , t)x(t)dt 

a a 

b 

+ fijK 2 (s, t)%(t)dt , 

a 

deren letztes Glied nach (58) gleich %(s) ist; die reehte 
Seite dieser Gleichung stimmt mit der recliten Seite von 
(59) uberein, ist also gleich 2^(s). Man. hat demnach 

b 

(62) Xi( s ) = i/*jK(s, t) xi(t) dt 

a 

und entsprechend 

b 

( 63 ) X*(») --■&}&(*, t)x*(t)dt . 

a 

Wegen (61) konnen Xi($) und % 2 ($) nieht beid© identisch 
verschwinden. Sind sie beid© von Null verschieden , so 
ist auch 
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b 

Xi (*) = ///z 2 (s, i)Xi (t) dt , 

a 

b 

1 % (*) = **/• KHs , t ) X3 (t) dt , 

a 

d. h. Xi und X -2 geniigen derselben homogenen Integral - 
gleiehung (58) wie % , und man kann neben den Funktionen 
X x und Xi clio linearo Verbindung x~Xi + Xs weglassen. 
Wenn eine der Funktionen x\ und identiseb ver- 
schwindet, so stimmt die andere mit x uberein ; dio 
Funktion x erfullt also ontweder die Gleicbung (62) oder 
die Gleicbung (63). 

Bisher bandelte es sicb darum, durch Auflosung einer 
Intogralgleiebung axis einer gegebenen Funktion f(s) einer 
einzigon VerSnderlichen eine ebenfalls von einer Verander- 
lichen abhangcnde Funktion <p(s) zu bestimmen. Auf 
Integralgleichungen, in welcben die gegebene und die ge- 
suchte Funktion von zwci (oder mebr) Veranderlichcn 
abbangen, laCit sicb die bisberige Tbeorie fast unverandert 
iibertragen. 

Es liege cine Intogralgleiebung 

y(8)-XfK(H, t), r (t)dt '- /■(«) 

vor, in welehor s und t Punkte eines gewissen ebenen 
Flaohenstuckes J, da und dt ebone Flftcbenelemente dar- 
stollen und dio Integration fiber alle Elemente dt der 
Fl&clie t7 erstroekt wird; f(s) und <p(s) Bind Funktionen 
eines .Punkt.es * der Ebeno, also Funktionen der beiden 
Koordinat.cn dieses Punkt.es oder Funktionen zweier Ver- 
iinderlicben; der Kern K(s,t) hiingt von den beiden 
Punkt.cn x , t <ler Ebc.no Oder von zwei Paaren von Ver- 
iinderliohen ah. Hat. dor Punkt s die Koordinaton a>, y , 
der Punkt t die Koordinaton $, >j und werden als Fl&ehen- 
elemenie dx , dt die ltechtecko dxdy bzw. dt- dy gew&hlt, 
so erliii.lt. die Integralgleiehung die Form 

</(®, y) * 1 1 , y ; £ , v) d v A® » y ) ■ 

V 

Wenn wir jedoeh die an fangs eingefiibrte Bezeichnung 
beibehalten , so erkonnen wir obne weiteres, daS die in 
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§§ 34—37 abgeleiteten Formeln auch jetzt giiltig bleiben, 
wenn man. put in alien auftretenden Integralen das Inte- 
grationsintervall a ••• b dutch das Integrationsgebiet J 
crsfitzt 

Der Kern K(s , t) Oder K(x,y, £, f]) hange von 
zwei Paaren von Veranderliehen ab, er werde aber fur 
s = t oder x — S , y = v von geringerer als der ersten 
Ordnung unendlicb groJ3, d. b. es sei eine zwischen 0 
und 1 gelegene Zahl <x so vorbanden, dafi 

(V(® — W + (y — W 2 ) x • K( x > m f > v) 

fur x = i, y — r) nicbt mebr unendlicb wird. Dann 
bleiben die fruheren Satze iiber die Auflosung der Inte- 
gralgleiebungen besteben, wenn nur A„ und A n (s , t) durch 
die Formeln (52) und (53) definiert werden*). 


§ 39. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns. 

Es sei nun K(s, t) ein (ausdrucklich als reell voraus- 
gesetzter) symmetriscber Kern, d. b. es sei 

E(s , t ) = K(t s ) . 

Dann sind aucb die in § 35 eingefuhrten iterierten Kerne 
E n (s, t ) symmetriscb, wie aus den fur K 2 (s, t) , E 3 (s, t), . . . 
aufgestellten Formeln folgt. Ferner verschwindet keiner 
von ibnen identisch; denn ware K n (s , t) der erste identisch 
verscbwindende Kern, so wiirde aucb K n+1 (s ,i) identisch 
verschwinden; wird diejenige der beiden Zahlen n und 
»+l, welcbe gerade ist, mit 2w bezeiebnet, so hatte man 

b 

K 2m (s , s ) = jK m {s, r)K m (r, s)dr 


oder, da wegen der Symmetrie der iterierten Kerne 

K m (r, s) — K m (s , r) 
ist, 


K Zm {s, s) = f[K m (r, s)] 2 dr . 


Aus dem identiscben Verschwinden von E Zm (s , s) folgt 
auch dasjen ige von K m (r , s ) ; dies widerspricht der An- 

*) Ygl. aucb Mason (Journ. de Math. 1904, S. 447). 
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nahme, K n (r , s ) sci der erste Kern, welcher identisch 
verschwindet. 

Wir beweisen den Satz von Schmidt: 

Die Determinante D(X) eines symmetrischen 
Kerns besitzt mindestens cine Kullstelle. 

Each (17) ist 


also 


D'(X) = ~fl)(X-, r,r)dr , 

a 

T)'(X) i’ D (X ; r , r) 

D (X) / Z>(*)" 


dr ; 


nach (8) und (18) ist aber 

D(l; r,r) 


K(l; r, r) 


=^’K n+1 (r, r) 


n 0 


in <vino Potenzrcvilnv von X ontwidkolbar, woleho in oiner 
gowisson Umgebung von X «= 0 konvcrgierfc. Scvtzt man 

h 

(<M) U n [ K n (r , r) dr , 


ho mi 
(<if,) 


m ■ 

Wir weiscn nach, daB die Potenzreihe von X 


((>(>) 




eitien endlichen Konvergonzradius besitzt;. Auf der Peri- 
pherie <h‘H K o a v erge n zkr eises muB cine singulsiro S(.elle 
der Punktion (C»5) Oder cine NullsteUc der ganzen tran- 
szendenten Funktion T){X) liegen. 

Sind x und ?/ zwei boliebige reelle Gr80on, so ist 

\xK”'{r,r') -|- y X n (r , r')| a 
® 3 w K m (r, r')K m (r , r') j- 2 xt/K'"(r, r')K n (r, r ') 

-( y*K"(r, r') K n (r , r') -0, 



